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Ubersicht Teil 1
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© Einleitung

© Eindimensionale Merkmale

© Zweidimensionale Merkmale
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Abschnitt 1: Einleitung
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Einleitung

© Einleitung
@ Grundbegriffe
@ Merkmal- und Skalentypen
@ Aussagen und Haufigkeiten
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Unterabschnitt: Grundbegriffe
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Grundbegriffe o E| n |eitu ng
@ Grundbegriffe
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Grundbegriffe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Definition von Statistik

R. Friihwirth

© Die Erhebung und Speicherung von Daten, z.B. durch

Grundbegriffe . .
peveerte statistische Amter

@ Die mathematische Auswertung von Daten, z.B. die
Berechnung von MaB- und Kennzahlen

Deskriptive Statistik

@ Beschreibung von vorhandenen Daten durch MaBzahlen,
Tabellen, Graphiken
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Grundbegriffe

Statistische Metoden
der Datenanalyse o a
Induktive Statistik
R. Friihwirth

@ Untersuchung von GesetzmaBigkeiten und Ursachen, die
hinter den Daten stehen und die Daten (teilweise) erklaren.

Grundbegriffe

o Explorative Datenanalyse: Ziel ist, Hypothesen fiir die
Theoriebildung zu gewinnen

o Konfirmative Datenanalyse: Ziel ist, vorhandene Theorien zu

priifen, z.B. durch Schétzen von Parametern oder Testen

von Hypothesen
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Unterabschnitt: Merkmal- und Skalentypen
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© Einleitung

Merkmal- und
Skalentypen

@ Merkmal- und Skalentypen
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Merkmal- und Skalentypen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Qualitative Merkmale

R. Frithwirth
o bindr (ja/nein). Beispiel: EU-Biirgerschaft.

o o kategorial (Klassifizierung).
Beispiel: ledig/geschieden/verheiratet/verwitwet.

o ordinal (Rang). Beispiel: Noten 1-5.

Quantitative Merkmale

o diskret (ganzzahlig). Beispiel: Zihlvorgang.

o kontinuierlich (reellwertig). Beispiel: Messvorgang.
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Merkmal- und
Skalentypen

Merkmal- und Skalentypen

Skalentypen

o Nominalskala: Zahlenwerte sind nur Bezeichnung fiir sich
ausschlieBende Kategorien.

o Ordinalskala: Ordnung der Zahlen ist wesentlich.

@ Intervallskala: Ordnung und Differenzen zwischen den
Werten sind sinnvoll interpretierbar, der Nullpunkt ist
willkiirlich festgelegt.

@ Verhdltnisskala: Ordnung, Differenzen und

GroBenverhiltnisse sind sinnvoll interpretierbar, es gibt einen

absoluten Nullpunkt.
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Merkmal- und Skalentypen

Statistische Metoden
der Datenanalyse
R. Friihwirth Belsplel
© Der Familienstand einer Person wird durch Zahlen kodiert

Merkmal- und (1=ledig, 2=verheiratet, 3=geschieden, 4=verwitwet).
Skalentypen Nominalskala.

Der Stand einer Mannschaft in der Meisterschaft wird durch den
Rang in der Liga angegeben. Ordinalskala.

Die Jahreszahlen (2007, 2008, ...) bilden eine Intervallskala, da
der Nullpunkt willkiirlich festgelegt ist.

Die Celsius-Skala der Temperatur ist eine Intervallskala, da der
Nullpunkt willkiirlich festgelegt ist.

Die Kelvin-Skala der Temperatur ist eine Verhiltnisskala, da der
Nullpunkt physikalisch festgelegt ist.

© 606 © o0 o

Die GroBe einer Person wird in cm angegeben. Es liegt eine
Verhiltnisskala vor, da ein natiirlicher Nullpunkt existiert.
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Merkmal- und Skalentypen

Statistische Metoden
der Datenanalyse
R. Frithwirth Belsplel
In der folgenden Datenmatrix D sind Merkmale von acht Personen
zusammengestellt.

Merkmal- und
Skalentypen

Nummer  Geschlecht  Alter  Ausbildung

1 1 34 2
2 2 54 1
3 2 46 3
4 1 27 4
5 1 38 2
6 1 31 3
7 2 48 4
8 2 51 2

Geschlecht: 1=W, 2=M, Alter: in Jahren
Ausbildung: 1=Pflichtschule, 2=H&6here Schule, 3=Bachelor, 4=Master
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Unterabschnitt: Aussagen und Haufigkeiten
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© Einleitung

Aussagen und
Haufigkeiten

@ Aussagen und Haufigkeiten
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Aussagen und Haufigkeiten

Statistische Metoden
der Dat I .
€1 Teenanayse Der Begriff der Aussage
R. Friihwirth

@ Eine Aussage ist eine Feststellung iiber Eigenschaften der
Untersuchungsobjekte.

A @ Eine Aussage kann wahr oder falsch sein.

Beispiel

Die Aussage “Vier der Personen in Matrix D sind weiblich” ist wahr.

Beispiel

Die Aussage “Drei der Personen in Matrix D sind iiber 50 Jahre alt”
ist falsch.
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Aussagen und Haufigkeiten

Statistische Metoden
der Dat I .
€1 Teenanayse Verkniipfung von Aussagen
R. Friihwirth

Es seien A und B zwei Aussagen.

Aussagen und

it Symbol Name Bedeutung

AUB  Disjunktion A oder B (oder beide)

ANB  Konjunktion A und B (sowohl A als auch B)
A Negation nicht A (das Gegenteil von A)

AC B Implikation  aus A folgt B (A’ U B)
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Aussagen und Haufigkeiten

Statistische Metoden
der Datenanalyse —
Beispiel
R. Frithwirth
Es seien A, B, C drei Aussagen. Wir kdnnen mittels Verkniipfungen
die folgenden Aussagen formulieren:

© Alle drei Aussagen treffen zu:
Aussagen und
Haufigkeiten

ANnBNC
@ A und C treffen zu, B nicht:
An'nC
© Genau zwei der Aussagen treffen zu:
(ANBNCHYUANB NC)UA'NnBNC)

© Hochstens eine der Aussagen trifft zu:

(AnB'NnCHYuA' NnBNCHYUA' NB' NCYu (A’ NnB'NnC")

v
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Aussagen und Haufigkeiten

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R, Frhwirth efinition (Absolute Haufigkeit)

Es sei A eine Aussage liber eine Menge von Objekten. Die
absolute Haufigkeit h(A) von A ist die Anzahl der Objekte, fiir
die A zutrifft.

Aussagen und
Haufigkeiten

Beispiel

A ist die Aussage “Die Person in Matrix D hat zumindest
Bakkalaureat”. Dann ist h(A) = 4.
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Statistische Metoden
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Aussagen und
Haufigkeiten

Aussagen und Haufigkeiten

Definition (Relative Haufigkeit)

Es sei A eine Aussage iiber eine Menge von Objekten. Die relative
Haufigkeit f(A) = h(A)/n von A ist die Anzahl der Objekte, fiir
die A zutrifft, dividiert durch die Gesamtanzahl der Objekte.

Beispiel

A ist die Aussage “Die untersuchte Person ist alter als dreiBig Jahre”.
Dann ist f(A) =7/8.
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Aussagen und Haufigkeiten

Statistische Metoden
der Datenanalyse o
Spezielle Aussagen
R. Frithwirth

o A ={: A trifft niemals zu, h(A) = f(A) = 0.
o A=Q: A trifft immer zu, h(A4) =n, f(4) = 1.
Aussagen und

Haufigkeiten . .
Rechengesetze fiir Haufigkeiten

Additionsgesetz
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Aussagen und Haufigkeiten

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth Siebformel

Aussagen und
Haufigkeiten

Beispiel

33% der Kunden einer Bank haben einen Wohnungskredit, 24% haben
einen Kredit zur Finanzierung von Konsumgiitern, 11% haben beides.
Wie groB ist der Anteil der Kunden, die weder Wohnungs- noch
Konsumgiiterkredit haben?
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Abschnitt 2: Eindimensionale Merkmale

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

© Eindimensionale Merkmale
Graphische Darstellung
Empirische Verteilungsfunktion
Kernschéatzer

MaBzahlen

Beispiele

Eindimensionale
Merkmale
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Unterabschnitt: Graphische Darstellung

Statistische Metoden
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© Eindimensionale Merkmale
@ Graphische Darstellung

Graphische Darstellung
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Graphische Darstellung

Statistische Metoden . .
SeBatenanalve @ Ein Bild sagt mehr als tausend Worte!
R. Frithwirth

@ Graphische Darstellungen von Datensatzen sind daher
duBerst beliebt und niitzlich.

@ Qualitative Variable: Haufigkeitstabelle, Tortendiagramm,
Stabdiagramm

@ Quantitative Variable: gruppierte Haufigkeitstabelle,

Gepfifteio Baezng Histogramm, Boxplot, empirische Verteilungsfunktion
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Graphische Darstellung

Statistische Metoden .
der Datenanalyse e Datensatz 1 (500 normalverteilte Werte):
R. Frithwirth
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Graphische Darstellung

Statistische Metoden

e Detizieelis o Datensatz 2 = Datensatz 1 + Kontamination (100 Werte):
R. Friihwirth

Datensatz 2
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Graphische Darstellung

Statistische Metoden

der Datenanalyse e Datensatz 3 (50 Piifungsnoten):
R. Friihwirth

Note k& | h(k) | f(k)

1 5 0.10

2 8 0.16

3 22 0.44

Graphische Darstellung 4 5 0.10
5 10 0.20

50 1.00

Haufigkeitstabelle

@ MATLAB: make_dataset3
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Graphische Darstellung

Statistische Metoden
der Datenanalyse e Datensatz 3 (50 Piifungsnoten):
R. Friihwirth

1

Graphische Darstellung

3

Tortendiagramm

@ MATLAB: make_dataset3
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Graphische Darstellung

Statistische Metoden

der Datenanalyse e Datensatz 3 (50 Piifungsnoten):

R. Friihwirth
25
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Graphische Darstellung

Haufigkeit
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o

Stabdiagramm

@ MATLAB: make_dataset3
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Graphische Darstellung

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Der Boxplot ist die graphische Darstellung des five point
R. Frithwirth Summary.

o Datensatz 2 (500 Werte + Kontamination):

Datensatz 2

Graphische Darstellung

| P — oo e

X

Boxplot

@ MATLAB: make_dataset?2
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Unterabschnitt: Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden
der Datenanalyse
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© Eindimensionale Merkmale

@ Empirische Verteilungsfunktion

Empirische
Verteilungsfunktion
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Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden

it Peieil: @ Ab Ordinalskala ist es sinnvoll, die Daten zu ordnen.
R. Friihwirth

o Die Hiufigkeitstabelle kann durch Summenhiufigkeiten
erganzt werden.

@ Datensatz 3 (50 Priifungsnoten):

Note k | h(k) | H(k) | f(k) | F(k)

1 5 5 | 010 | 0.10

TR Pt 2 8 13 | 0.16 | 0.26
3 22 35 | 0.44 | 0.70

4 5 40 | 0.10 | 0.80

5 10 50 | 0.20 | 1.00

Haufigkeitstabelle mit Summenhiufigkeiten

@ MATLAB: make_dataset3
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Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden

Ol @ Die graphische Darstellung der Summenhaufigkeiten wird die
& Frilhwirth empirische Verteilungsfunktion der Datenliste genannt.

Definition (Empirische Verteilungsfunktion)

Die empirische Verteilungsfunktion F,(x) der Datenliste
Z=(x1,...,2,) ist der Anteil der Daten, die kleiner oder gleich
x sind:

Empirische Fn(m) = f(f S LZ?)

Verteilungsfunktion

o Ist x; < < xi41, gilt
Fo(x) = f(z1) + -+ f(@).

o [, ist eine Sprungfunktion. Die Sprungstellen sind die
Datenpunkte, die Sprunghohen sind die relativen
Haufigkeiten der Datenpunkte.
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Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden
der Datenanalyse e Datensatz 3: (50 Priifungsnoten):

R. Friihwirth
Empirische Verteilungsfunktion

0.9
0.7

0.6

(X;
o
w

Empirische 0.4
Verteilungsfunktion

0.3

0.2

0.1

Empirische Verteilungsfunktion

@ MATLAB: make_dataset3
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Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden
der Datenanalyse o Datensatz 2 (500 Werte + Kontamination):

R. Friihwirth Datensatz 2

1
0.9r .
0.8r .
0.7+ .
0.6 .

X osk 4
Empirische T 05
Verteilungsfunktion
0.4 T

031 .
021 .

011 .

0 L L
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion

@ MATLAB: make_dataset2
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Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Aus der empirischen Verteilungsfunktion kdnnen Quantile
& Frihwirtn einfach abgelesen werden.
@ Median von Datensatz 2:

Datensatz 2

0.9 1

0.8 1

Empirische
Verteilungsfunktion

F(x)

0.5F 4

0.4 1

0.3F J

0.2r 1

0.1r 4

0 I I
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion
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Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Aus der empirischen Verteilungsfunktion kdnnen Quantile
& Frihwirtn einfach abgelesen werden.
@ Median von Datensatz 2:

Datensatz 2

0.9 1

0.8 1

Empirische
Verteilungsfunktion

F(x)

0.5 4

0.4 1

0.3F J

0.2r 1

0.1r 4

0 I I
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion
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Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden

der ReirerElles o Es kénnen auch Unter- und Uberschreitungshaufigkeiten
& Frilhwirth abgelesen werden.
@ Welcher Anteil der Daten ist kleiner oder gleich 67

Datensatz 2

0.91- 1

Empirische
Verteilungsfunktion

(X,
o
@
T
i

0.4 1

0.3F d

0.2 4

0.1r 4

0 I I
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion
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Empirische Verteilungsfunktion

Statistische Metoden

der ReirerElles o Es kénnen auch Unter- und Uberschreitungshaufigkeiten
& Frilhwirth abgelesen werden.
@ Welcher Anteil der Daten ist kleiner oder gleich 67

Datensatz 2

0.91- 1

Empirische
Verteilungsfunktion

(X,
o
@
T
i

0.4 1

0.3F d

0.2 4

0.1r 4

0 I I
0 5 10 15
X

Empirische Verteilungsfunktion
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Unterabschnitt: Kernschatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

© Eindimensionale Merkmale

o Kernschatzer

Kernschitzer
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Kernschatzer

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Die Haufigkeitsverteilung (Histogramm) kann mit einem
& Frilhwirth Kern- oder Dichteschitzer geglattet werden.

@ Die Dichte des beobachteten Merkmals wird dabei durch
eine Summe von Kernen K(-) approximiert:

f<x>=7;§f((m;“)

NamesiEiEa @ h ist die Bandbreite des Kernschatzers.

@ Der beliebteste Kern ist der GauBkern:

K(z) = \/%exp (-f)
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Kernschatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse 9 Datensatz 2

R. Friihwirth Datensatz 2
0.4 T T

[CIRelative Haufigkeit
Kernschatzer

0.35
03F 0 1
0.25 = i

g o2 B
Kernschitzer 0.15 \ i

011 4

olm—& Tﬁﬁﬁfﬂﬁ?ﬁ%ﬂ‘*ﬂ»ﬂft\
10 15
X

Glattung des Histogramms durch Kernschatzer

@ MATLAB: make_dataset?2
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Unterabschnitt: MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse
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© Eindimensionale Merkmale

o MaBzahlen

MaBzahlen

R. Friihwirth
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

MaBzahlen

MaBzahlen

Datenlisten sind oft so umfangreich, dass ihr Inhalt in
einigen wenigen MaBzahlen zusammgefasst wird oder
werden muss. Welche MaBzahlen dabei sinnvoll sind, hangt
vom Skalentyp ab.

Manche MaBzahlen gehen von der geordneten Datenliste
T(1)s---5T(n) aus.
Wir unterscheiden Lage-, Streuungs-, und SchiefemaBe.

Ein LagemaB gibt an, um welchen Wert die Daten
konzentriert sind.

Ein StreuungsmaB gibt an, wie groB die Schwankungen der
Daten um ihren zentralen Wert sind.

Ein SchiefemaB gibt an, wie symmetrisch die Daten um
ihren zentralen Wert liegen.
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

LagemaBe
R. Frithwirth

Definition (LagemaB)

Es sei € = (x1,...,2,) eine Datenliste. Die Funktion ¢(x) heiBt
ein LagemaB fiir x, wenn gilt:

o l(ax +b) = al(xz)+b

e minz < {(x) < max(x)

MaBzahlen
@ Sinnvolle LagemaBe geben den “typischen” oder “zentralen”
Wert der Datenliste an.

@ Je nach Skala sind verschiedene LagemaBe sinnvoll.
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

n
_ 1
.T:—E Z;
n <
1=1

@ Sinnvoll fir Intervall- und Verhiltnisskala.

@ Der Mittelwert minimiert die folgende Funktion:

MaBzahlen

n
Z = arg, min Z(xl —x)?
i=1

@ MATLAB: xbar=mean(x)
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

T = T(n/2)

@ Der Median teilt die geordnete Liste in zwei gleich groBe
Teile.

@ Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.

@ Der Median minimiert die folgende Funktion:

MaBzahlen

n
T = arg, minz |z; — x|
i=1

@ MATLAB: xmed=median(x)
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MaBzahlen

Statistische Metoden

o PetameiElE: Der Median ist ein Spezialfall eines allgemeineren Begriffs,
des Quantils.

R. Friihwirth

Qo = T(an)

Das a-Quantil teilt die geordnete Liste im Verhéltnis
a:l—a.

MaBzahlen . . . . .
Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.

MATLAB: qa=quantile(x,alpha)

Qo ist der kleinste Wert, @) ist der groBte Wert der
Datenliste. Qg 5 ist der Median.

Die fiinf Quartile Qg, Qo.25, Qo.5, Qo.75, @1 bilden das five
point summary der Datenliste.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

MaBzahlen

MaBzahlen

LMS (Least Median of Squares)

Der LMS-Wert ist der Mittelpunkt des kiirzesten Intervalls, das
h = |n/2| + 1 Datenpunkte enthilt.

Der LMS-Wert ist extrem unempfindlich gegen fehlerhafte
oder untypische Daten.
Der LMS-Wert minimiert die folgende Funktion:

# = arg, minmed?_, (z; — x)*

Ein verwandtes LagemaB ist der “shorth”, der Mittelwert
aller Daten im kiirzesten Intervall, das h Datenpunkte
enthalt.

MATLAB: x1ms=1ms (x)

MATLAB: xshorth=shorth(x)
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MaBzahlen

Statistische Metoden

der Datenanalyse
R. Frithwirth
Der Modus ist der hdufigste Wert einer Datenliste

@ Sinnvoll vor allem fiir qualitative Merkmale.
o Fiir quantitative Merkmale kann der Modus aus dem
Kernschatzer der Dichte bestimmt werden.

@ MATLAB: xmode=mode (x)

HSM (Half-sample mode)

MaBzahlen

@ Bestimme das kiirzeste Intervall, das h = |n/2] + 1
Datenpunkte enthilt.

@ Wiederhole den Vorgang auf den Daten in diesem Intervall,
bis zwei Datenpunkte iibrig sind.

© Der HSM-Wert ist das Mittel der beiden letzten Daten.
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

StreuungsmaBe
R. Frithwirth

Definition (StreuungsmaB)

Es sei = (x1,...,2,) eine Datenliste. Die Funktion o(x) heiBt
ein StreuungsmaB fiir x, wenn gilt:

o(x) >0
o(ax +b) = |a| o(x)

MaBzahlen
@ Sinnvolle StreuungsmaBe messen die Abweichung der Daten

von ihrem zentralen Wert.

StreuungsmaBe sind invariant unter Verschiebung der Daten.

Je nach Skala sind verschiedene StreuungsmaBe sinnvoll.
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Frithwirth Standardabweichung

Sinnvoll fiir Intervall- und Verhaltnisskala.

Die Standardabweichung hat die gleiche Dimension wie die
Daten.

MaBzahlen

Das Quadrat der Standardabweichung heiBt Varianz.

MATLAB: xstd=std(x,1)

MATLAB: xvar=var (x,1)
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A Interquartilsdistanz

IQR = Qo.75 — Qo.25

@ Die Interquartilsdistanz ist die Lange des Intervalls, das die
zentralen 50% der Daten enthilt.

@ Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.
MaBzahlen

o MATLAB: xiqr=iqr (x)
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

2 Ffi LoS (Length of the Shorth)

LoS ist die Lange des kiirzesten Intervalls, das h = [n/2] +1
Datenpunkte enthilt.

@ Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.

MaBzahlen

@ MATLAB: xlos=LoS(x)
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

SchiefemaBe
R. Friihwirth

Definition (SchiefemaB)

Es sei = (21,...,2,) eine Datenliste. Die Funktion s(x) heiBt
ein SchiefemaB fiir , wenn gilt:

o s(ax + b) = sgn(a) s(x)

o s5(x)=0,wennIb:x—b=b—=x

MaBzahlen
@ Sinnvolle SchiefemaBe messen die Asymmetrie der Daten.

@ SchiefemaBe sind invariant unter Verschiebung der Daten.

@ Je nach Skala sind verschiedene SchiefemaBe sinnvoll.
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MaBzahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Die Schiefe + ist gleich 0 fiir symmetrische Daten.

Ist v < 0, heiBen die Daten linksschief.
Ist v > 0, heiBen die Daten rechtsschief.

MaBzahlen

Sinnvoll fiir Intervall- und Verhaltnisskala.

MATLAB: xgamma=skewness (x,1)
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

- Schiefekoeffizient

mit R = Q0.75 — Q().s, L= QO.S - Q0.25-

SK liegt zwischen —1 (R = 0) und +1 (L = 0).

Der Schiefekoeffizient ist gleich O fiir symmetrische Daten.
Ist SK < 0, heiBen die Daten linksschief.

Ist SK > 0, heiBen die Daten rechtsschief.

Sinnvoll fiir Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala.

MaBzahlen

MATLAB: xsk=SK(x)
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Unterabschnitt: Beispiele

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

© Eindimensionale Merkmale

Beispiele ] Be|sp|e|e
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Statistische Metoden
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Beispiele

Beispiele

o Datensatz 1: Symmetrisch, 500 Werte

o LagemaBe: @ SchiefemaBe:
Mittelwert:  4.9532 Schiefe: 0.0375
Median: 4.9518 Schiefekoeffizient:  0.0258
LMS: 4.8080
Shorth: 4.8002
HSM: 5.0830

@ StreuungsmaBe:

Standardabweichung:  1.0255
Interquartilsdistanz: 1.4168
Length of the Shorth:
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Beispiele

Beispiele

Datensatz 1

45 T T :
— Mean
i — — — Median
aor 1 —1ms |
M — — —Shorth
35r HSM  H
30t H Ll 5 B
T 25¢ 1
=
E
& 20 B
15+ B
10+ B
5F 1
0 L (] L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Datensatz 1: Mittelwert, Median, LMS, Shorth, HSM
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Beispiele

Beispiele

o Datensatz 2: Datensatz 1 + Kontamination (100 Werte)

o LagemaBe: @ SchiefemaBe:
Mittelwert:  5.4343 Schiefe: 1.7696
Median: 5.0777 Schiefekoeffizient:  0.1046
LMS: 5.1100
Shorth: 5.0740
HSM: 4.9985

@ StreuungsmaBe:

Standardabweichung:  1.8959
Interquartilsdistanz: 1.6152
Length of the Shorth:
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Statistische Metoden
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R. Friihwirth Datensatz 2

45
: — Mean
m — — — Median
L T 4
40 I —LMS
I — — —Shorth
35+ A HsMm M
il m
301 I A 4
I
|
% 251 : B
£ |
£ 20+ | 1
|
Beispiele 15+ : B
I
10r ! R
I
|
5 | 4
|
I
do_ae pll el e el e
0 5 10 15

X

Datensatz 2: Mittelwert, Median, LMS, Shorth, HSM
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Beispiele

Beispiele

o Datensatz 3: 50 Priifungsnoten

o LagemaBe: @ SchiefemaBe:
Mittelwert:  5.4343 Schiefe: 1.7696
Median: 5.0777 Schiefekoeffizient:  0.1046
Modus: 5.1100

@ StreuungsmaBe:

Standardabweichung: 1.8959
Interquartilsdistanz: 1.6152
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Statistische Metoden
der Datenanalyse
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=
Q
X
2
=
=]
«©
T

Beispiele
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Abschnitt 3: Zweidimensionale

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

e Zweidimensionale Merkmale
@ Qualitative Merkmale
@ Quantitative Merkmale
Zweidimensionale Y KOI’Fe|atIOn

Merkmale

Merkmale

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse
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Zweidimensionale Merkmale

Statistische Metoden

Ol o Oft werden zwei oder mehr Merkmale eines Objekts
& Frilhwirth gleichzeitig beobachtet.
@ Beispiele:
o KorpergroBe und Gewicht einer Person
o Alter und Einkommen einer Person
o Schulbildung und Geschlecht einer Person

@ Der Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen gibt
zusétzliche Information.

Zweidimensionale
Merkmale
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Unterabschnitt: Qualitative Merkmale

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

e Zweidimensionale Merkmale
@ Qualitative Merkmale

Qualitative Merkmale
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Statistische Metoden
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R. Friihwirth

Qualitative Merkmale

Qualitative Merkmale

Wir betrachten zunichst zwei biniare Merkmale A und B.

o Die Haufigkeit des Eintretens von A und B kann in einer
Vierfeldertafel oder Kontingenztafel zusammengefasst

werden.

o Beispiel:

A="Die Person ist weiblich"
B="Die Person ist Raucher/in"

o Vierfeldertafel fiir 1000 Personen:

B B
A | 228 372| 600
A"1136 264 | 400
364 636

R. Friihwirth
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R. Friihwirth

Qualitative Merkmale

Qualitative Merkmale

B

o Allgemeiner Aufbau einer Vierfeldertafel:

Bl

A| mMANB) RANB) | h(A)
A" | MA'NB) WA NB) | (A

h(B)

h(B’) n

@ Zeilen- und Spaltensummen sind die Haufigkeiten der

R. Friihwirth

Auspragungen A, A’ und B, B'.
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Qualitative Merkmale

Qualitative Merkmale

o Die Vierfeldertafel kann mittels Division durch n auf
relative Haufigkeiten umgerechnet werden:

B B’
A f(AnB)  f(ANB) | f(4)
A" f(A'NB) fA'NB) | f(A)
f(B) f(B) 1

@ Zeilen- und Spaltensummen sind die relativen Haufigkeiten
der Auspragungen A, A’ und B, B’.
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Qualitative Merkmale

Statistische Metoden

<la BEEETElEe @ Der Zusammenhang der beiden Merkmale kann durch die
& Frihwirtn Vierfelderkorrelation gemessen werden:

Vierfelderkorrelation

J(ANB) — f(A)/(B)
A, B) =
B = T BB

o Es gilt stets: —1 < p(A,B) <1
o Ist p(A, B) > 0, heiBen A und B positiv gekoppelt.
@l Matme o Ist p(4, B) <0, heiBen A und B negativ gekoppelt.
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R. Friihwirth

Qualitative Merkmale

Qualitative Merkmale

Das Vorzeichen von p(A, B) gibt die Richtung der
Koppelung an.

Der Betrag von p(A, B) gibt die Starke der Koppelung an.

Speziell gilt:

A=B — p(A,B) =1
A=B = p(AaB):_l

Eine bestehende Koppelung ist kein Beweis fiir einen
kausalen Zusammenhang!

@ Die Koppelung kann auch durch eine gemeinsame Ursache
fiir beide Merkmale entstehen.
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Unterabschnitt: Quantitative Merkmale

Statistische Metoden
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R. Friihwirth

e Zweidimensionale Merkmale

@ Quantitative Merkmale

Quantitative Merkmale
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Quantitative Merkmale

Statistische Metoden

e e EnEle Bevorzugte Darstellung von zweidimensionalen Merkmalen:
R. Friihwirth Streudiagramm (Scatter Plot)

@ Jeder Punkt entspricht einem Objekt.

@ Die beobachteten Merkmale bestimmen die Position des
Punktes in der z-y-Ebene.

@ Hoherdimensionale Merkmale konnen durch Histogramme
und Streudiagramme dargestellt werden. Dabei geht
natiirlich ein Teil der Information verloren.

Quantitative Merkmale
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Quantitative Merkmale

Statistische Metoden

Ol o Datensatz 4: KérpergroBe und Gewicht von 100 Personen

R. Friihwirth Datensatz 4

90 . : . :
851 ce e J
80 : .
= -
2750 .
< -
£
Q2
& 701 . ST
651
601 .
Quantitative Merkmale
55
140 150 160 170 180 190
KorpergroBe (cm)
Streudiagramm

@ MATLAB: make_dataset4
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Quantitative Merkmale

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Datensatz 5:
R. Frithwirth KorpergroBe, Gewicht und Alter von 100 Personen

Merkmal z1:  KorpergréBe (in cm)
Merkmal x2:  Gewicht (in kg)
Merkmal x3:  Alter (in Jahren)

@ MATLAB: make_datasetb

Quantitative Merkmale
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80

R. Friihwirth 70
% 10 70 60
=< .
2 e 250
£ 60}. awof T
’ sof

0 50 = 20 —
140 150 160 170 180 190 140 150 160 170 180 190 140 150 160 170 180 190
x1 x1 x1

190 20 80

70 ..
180 s IS
170 )
o A g’ 10 ? 50
1 ;
60 N % 5 40(.
150 e 30
140 0 20 -
50 60 70 80 50 60 70 80 50 60 70 80
x2 x2 x2
o 190 80 15
Quantitative Merkmale . Co.
180
o 701, .1 810
170}~ . : g
o o | =l
= 160 b E
: 60| " £
150 Lo o
140 —= 50 - Q
20 30 40 50 60 70 80 20 30 40 50 60 70 80 20 30 40 50 60 70 80

x3 x3

x3

Statistische Metodender Datenanalyse 76/584



Unterabschnitt: Korrelation
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e Zweidimensionale Merkmale

@ Korrelation

Korrelation
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R. Friihwirth

Korrelation

Korrelation

Eigenschaften des Streudiagramms
Q (z,y) ist der Mittelpunkt der Punktwolke.
@ Die Projektion der Punktwolke auf die z-Achse ergibt das

Punktediagramm der Datenliste x4, ..., 2.
@ Die Projektion der Punktwolke auf die y-Achse ergibt das
Punktediagramm der Datenliste 41, ..., ¥n.

@ Aus dem Streudiagramm von Datensatz 4 ist ersichtlich,
dass tendenziell groBere KorpergroBe mit groBerem Gewicht
einhergeht.

@ Zwischen den beiden Merkmalen x und y besteht
offensichtlich ein Zusammenhang, der auch intuitiv véllig

klar ist.
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Korrelation

Korrelation

Wir brauchen eine MaBzahl fiir diesen Zusammenhang.

@ Eine niitzliche MaBzahl ist der empirische
Korrelationskoeffizient.
o Sei (x1,y1),- -, (@n,yn) eine bivariate Stichprobe.
@ Wir berechnen die Standardscores:
T — T Yi— Y
Zpi = ——, Zyi=
Sy Sy
@ Wir erinnern uns, dass
1 — 1 —
52 = - Z(ﬂcZ —z)? und 812! = Z(y, —9)?
i=1 i=1

Der empirische Korrelationskoeffizient ist der Mittelwert
der Produkte der Standardscores.

R. Friihwirth
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

o Eriuih Definition (Empirischer Korrelationskoeffizient)

Der empirische Korrelationskoeffizient r,, ist definiert als

n
1 1
Ty = n E ,szzyz ~n (22,12y,1 + *+* + Zo,n2y.n)
i=1

o Es gilt immer:

Korrelation
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Korrelation

Statistische Metoden

der Datenanalyse Tzy ist positiv, wenn viele Produkte positiv sind, d.h. viele
R (R Paare von Standscores das gleiche Vorzeichen haben.

@ Das ist der Fall, wenn die Paare der Standardscores
vorwiegend im 1. oder 3. Quadranten liegen.

@ x und y heiBen dann positiv korreliert.

® 7, ist negativ, wenn viele Produkte negativ sind, d.h. viele
Paare von Standscores verschiedenes Vorzeichen haben.

o Das ist der Fall, wenn die Paare der Standardscores
vorwiegend im 2. oder 4. Quadranten liegen.

2 und y heiBen dann negativ korreliert.

Korrelation
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Korrelation

Statistische Metoden
o PetameiElE: o Streudiagramm der Standardscores von Datensatz 4:
R. Frithwirth

Datensatz 4

Standardscore des Gewichts
o

-3

-4
-2 0 2
Standardscore der Kérpergroe
Korrelation

o Offensichtlich sind = und y positiv korreliert, da die meisten
Punkte im 1. und 3. Quadranten liegen.

o 1y = 0.5562
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Korrelation

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Eine positive Korrelation muss nicht unbedingt einen
& Frilhwirth kausalen Zusammenhang bedeuten.

@ Die positive Korrelation kann auch durch eine gemeinsame
Ursache oder einen parallel laufenden Trend verursacht sein.

Beispiel

Zwischen der Kinderzahl und der Anzahl der Stérche in Osterreich in
den letzten 30 Jahren besteht eine positive Korrelation. Warum?

| \

Beispiel

Zwischen dem Butterpreis und dem Brotpreis der letzten 20 Jahre
besteht eine positive Korrelation. Warum?

Korrelation
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Korrelation

Standardscores
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Korrelation

Statistische Metoden
der Datenanalyse Der Korrelationskoeffizient misst die Korrelation der Daten.

- o Die Korrelation gibt die Bindung der Punktwolke an eine

steigende oder fallende Gerade, die Hauptachse an.

@ Die Korrelation gibt also das AusmaR der linearen
Koppelung an.

@ Besteht zwischen z und y ein starker, aber nichtlinearer
Zusammenhang, kann die Korrelation trotzdem sehr klein
sein.

Korrelation
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R. Friihwirth 4 4
r._=-0.00168 r._=0.00987
Xy Xy

Nichtlinearer Zusammenhang zwischen z und y

Korrelation
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Statistische Metoden

dhy Drimierielies @ Der Korrelationskoeffizient kann auch direkt aus der
& Frihwirtn Stichprobe berechnet werden:

Sxy

P =
& S48y

Definition (Kovarianz der Daten)
Die GroBe

Kkt heiBt die Kovarianz der Daten.
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Wakhrscheinlichkeitsrechnung

istische Metodender Datenanalyse



Ubersicht Teil 2

Statistische Metoden
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e Einleitung
© Ereignisse
@ Wahrscheinlichkeit

@ Bedingte Wahrscheinlichkeit
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Abschnitt 4: Einleitung
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Einleitung

e Einleitung

R. Friihwirth
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Einleitung

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Der konkrete Ausgang eines Experiments kann im
R (R Allgemeinen nicht genau vorausgesagt werden.

Einleitung @ Die moglichen Ausgiange sind jedoch bekannt.

@ Ziel der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es, den Ausgangen
Wahrscheinlichkeiten zuzuweisen.

@ Zwei Interpretationen der Wahrscheinlichkeit moglich.
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Einleitung

Statistische Metoden
der Dat I - - . . o
©f eI Hiufigkeitsinterpretation
R. Frithwirth

Birterier o Die Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs ist die Haufigkeit des
Ausgangs, wenn das Experiment sehr oft unter den gleichen
Bedingungen wiederholt wird.

@ Die darauf basierende Statistik wird , frequentistisch*
genannt.

Beispiel

Die Wahrscheinlichkeit des Ausgangs ,,1" beim Wiirfeln ist der
Grenzwert der Haufigkeit fiir eine groBe Zahl von Wiirfen.

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Einleitung

Statistische Metoden

der Dat I . -
RS Subjektive Interpretation
R. Frithwirth

Birterier o Die Wahrscheinlichkeit eines Ausgangs ist eine Aussage iiber
den Glauben der Person, die die Wahrscheinlichkeit angibt.
o Die darauf basierende Statistik wird , bayesianisch” genannt.

Beispiel

,,Die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet, ist 40 Prozent” ist ein
Aussage iiber den Glauben der Person, die diese Aussage tatigt.
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Einleitung

Statistische Metoden

S o In der Praxis ist der Ubergang zwischen den beiden
R. Frithwirth Ansatzen oft flieBend.

it @ In vielen Fillen sind die Resultate identisch, nur die
Interpretation ist verschieden.

@ Der bayesianische Ansatz ist umfassender und flexibler.

@ Der frequentistische Ansatz ist meist einfacher, aber
beschrankter.
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Ereignisse

© Ereignisse
@ Der Ereignisraum
@ Die Ereignisalgebra
@ Wiederholte Experimente
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Unterabschnitt: Der Ereignisraum
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Der Ereignisraum

© Ereignisse
@ Der Ereignisraum
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R. Friihwirth

Der Ereignisraum

Der Ereignisraum

o Grundlegend fiir die Statistik ist der Begriff des (zufilligen)
Ereignisses.

@ Fiir den Physiker der Ausgang eines Experiments, dessen
Ergebnis nicht genau vorausgesagt werden kann.

@ Mehrere Griinde:

o Die beobachteten Objekte sind eine zufillige Auswahl
aus einer groBeren Grundgesamtheit.

o Der beobachtete Prozess ist prinzipiell indeterministisch
(Quantenmechanik).

o Messfehler geben dem Ergebnis einen stochastischen
Charakter.

o Mangelnde Kenntnis des Anfangszustandes.
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Der Ereignisraum

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Die Menge (2 aller moglichen Ausgange heiBt Ereignisraum
& Frilhwirth oder Stichprobenraum.

@ Der Ereignisraum Q kann endlich, abzidhlbar unendlich oder
tiberabzahlbar unendlich sein.

@ Beim Roulette gibt es 37 mogliche Ausgédnge. Der Ereignisraum
ist endlich.

Der Ereignisraum

@ Wird eine radioaktive Quelle beobachtet, ist die Anzahl der
Zerfille pro Sekunde im Prinzip unbeschrankt. Der Ereignisraum
ist abzdhlbar unendlich.

@ Die Wartezeit zwischen zwei Zerfillen kann jeden beliebigen Wert
annehmen. Der Ereignisraum ist {iberabzadhlbar unendlich.
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Die Ereignisalgebra e Ereignisse

@ Die Ereignisalgebra
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Die Ereignisalgebra

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R Definition (Ereignis)

Ein Ereignis F ist eine Teilmenge des Ereignisraums 2. Ein
Ereignis E tritt ein, wenn E den Ausgang w € (2 des

o e Experiments enthalt.

Beispiel

Der Wurf mit einem Wiirfel hat den Ereignisraum Q = {1,2,3,4,5,6}.
Das Ereignis G (gerade Zahl) ist die Teilmenge

G =1{2,4,6}

G tritt ein, wenn eine gerade Zahl geworfen wird.
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Die Ereignisalgebra

Die Ereignisalgebra

Definition (Ereignisalgebra)

Die Menge aller Ereignisse des Ereignisraums ) heiBt die
Ereignisalgebra 3(9).

@ Im endlichen oder abzidhlbar unendlichen Fall kann jede
Teilmenge als Ereignis betrachtet werden. Die
Ereignisalgebra heiBt diskret.

@ Im {iberabz&hlbar unendlichen Fall miissen gewisse
pathologische (nicht messbare) Teilmengen ausgeschlossen
werden. Die Ereignisalgebra heit kontinuierlich oder
stetig.

@ Zwei Ereignisse A € ¥ und B € X kdnnen logisch

verkniipft werden.
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°f e Verkniipfung von Ereignissen
R. Frithwirth

Name Bedeutung
Disjunktion A oder B (oder beide)

Die Ereignisalgebra

Name Bedeutung
Konjunktion A und B (sowohl A als auch B)

Negation

Name Bedeutung
Negation nicht A (das Gegenteil von A)
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Die Ereignisalgebra

Statistische Metoden
der Datenanalyse

RNFrishwirch Implikation

Symbol Name Bedeutung
A C B Implikation aus A folgt B (A’ U B)

Die Ereignisalgebra

o Mit diesen Verkniipfungen ist X ist eine Boole’sche
Algebra: distributiver komplementarer Verbands mit Null-
und Einselement.

Das Nullelement 0 = () ist das unmégliche Ereignis.

Das Einselement 1 = () ist das sichere Ereignis.

Ein Ereignis, das nur aus einem moglichen Ausgang besteht,
heiBt ein Elementarereignis.
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Die Ereignisalgebra

Statistische Metoden

der Datenanalyse
- Rechengesetze fiir Ereignisse

3 ist abgeschlossen: A BeY — ANnBeX

A BeY — AUBeX
O Freensalecbra Assoziativgesetze : (ANB)NC=An(BNC)
(AUB)UC =AU (BUCQC)

Verschmelzungsgesetze: AN(AUB)=A
AU(ANB)=A
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)
Regeln von de Morgan: (ANB) =A'"UB’
(AUB) =A'nB

ANA =0,AUA =1=0Q

Distributivgesetze:

Verneinung:
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Die Ereignisalgebra

Statistische Metoden

e Betimieee o Ist Q (abzahlbar oder iiberabzahlbar) unendlich, verlangt
Py man, dass auch abzihlbar viele Vereinigungen und
Durchschnitte gebildet werden konnen.

@ Der Ereignisraum ist dann eine sogenannte o-Algebra.

Die Ereignisalgebra

@ |st iiberabzahlbaren Fall ist die Ereignisalgebra 3 ist die
kleinste o-Algebra, die alle Teilintervalle von Q2 enthilt.
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Unterabschnitt: Wiederholte Experimente

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Wiederholte e Erelgnlsse

Experimente

@ Wiederholte Experimente
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Wiederholte Experimente

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Der Wurf mit einem Wiirfel hat den Ereignisraum
R. Frithwirth
Q={1,2,3,4,5,6}

Die Ereignisalgebra ¥(Q2) hat folglich sechs
Elementarereignisse:

Wiederholte

Experimente €1 = {1}’ ey = {2}, e3 = {3}, 64{4}, e5 = {5}, €6 = {6}

und insgesamt 2¢ = 64 Ereignisse (Teilmengen von ).

@ Der Ereignisraum des zweimaligen Wiirfelns ist das
kartesische Produkt © x 2

QxQ={@j)li,j=1,...,6}

Das geordnete Paar (i, j) bedeutet: i beim ersten Wurf, j
beim zweiten Wurf. Die Ereignisalgebra (2 x ) hat
folglich 36 Elementarereignisse e;;:

€11 = {(1, 1)}, ...,€36 = {(6,6)}
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Wiederholte Experimente

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Analog ist beim n-maligen Wiirfeln der Ereignisraum das
R (it n-fache kartesische Produkt Q2 x Q x ... x Q.

Beispiel (Ereignisalgebra des Doppelwurfs)

oS Beispiele fiir Elemente der Ereignisalgebra des Doppelwurfs sind:
e 6 beim ersten Wurf: {(6,1),(6,2),...,(6,6)}
6 beim zweiten Wurf: {(1,6), (2, 6), .,(6,6)}
Beide Wiirfe gleich: {(1,1),(2,2),...,(6,6)}
Summe der Wiirfe gleich 7 {(1,6),(2,5),...,(6,1)}
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Wiederholte
Experimente

Wiederholte Experimente

Beispiel (Wiederholter Alternativversuch)

Ein Experiment, das nur zwei mogliche Ergebnisse hat, heiBt ein
Alternativversuch. Es gibt zwei Ausginge, 0 und 1. Wird ein
Alternativversuch n-mal durchgefiihrt, ergibt sich eine Ereignisraum
mit 2" Ausgingen, nimlich den Folgen der Form (i1,...,4») mit
i; = 0 oder 1.

In der Regel interessiert aber nur die Haufigkeit des Eintretens von 1
(oder 0). Dann gibt es nur mehr n + 1 Ausgénge: 1 tritt 0,1,2,. ..
oder n-mal ein. Bezeichnet das Ereignis E1 das einmalige Eintreten
von 1, so ist F; die U-Verbindung mehrerer Elementarereignisse der
urspriinglichen Ereignisalgebra:

E1 :{(el,eo,.. .,60,61)}

'760)7(605613605"'760)7'"5(607"

Ein Beispiel ist das n-malige Werfen einer Miinze.

R. Friihwirth
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Abschnitt 6: Wahrscheinlichkeit

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Wahrscheinlichkeit

@ Wahrscheinlichkeit
@ WahrscheinlichkeitsmaBe
@ Gesetz der groBen Zahlen
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Unterabschnitt: WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

WahrscheinlichkeitsmaBe e Wahrschein“ch ke|t
@ WahrscheinlichkeitsmaBe
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

WahrscheinlichkeitsmaBe

WahrscheinlichkeitsmaBe

Definition (WahrscheinlichkeitsmaB)

Es sei X eine Ereignisalgebra, A und B Ereignisse in 3, und W
eine Abbildung von ¥ in R. W heiBt ein
Wabhrscheinlichkeitsmal}, wenn gilt:

1. Positivitat: ~ W(A) >0VAeX
2. Additivitdit: ANB=0 =
W(AUB) =W(A) + W (B)

3. Normierung: W(1) =1
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

WahrscheinlichkeitsmaBe

WahrscheinlichkeitsmaBe

Definition (Wahrscheinlichkeitsraum)

Ist 3 eine o-Algebra, was fiir unendliche Ereignisraume
vorausgesetzt werden muss, verlangt man fiir abzdhlbares J:

4. o-Additivitat: A, € X, i€ J; A,NA; =0,i#j =
w4 =>_w(4)
icJ icJ
Y heiBt dann normiert, und (3, W) ein

Wahrscheinlichkeitsraum. W wird auch als
Wabhrscheinlichkeitsverteilung bezeichnet.
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WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistische Metoden

der Datenanalyse
A Rechengesetze fiir Wahrscheinlichkeit

Ist (X, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so gilt:
Q@ WA)=1-W(A), VAeX
Q@ W(0)=0
@ ACB = W(A) <W(B), VA,Be ¥
WahrscheinlichkeitsmaBe o W(A) § 17 VA c E
Q@ WAUB)=W(A)+W(B)-W(ANB), VA,Be X

@ Hat X hochstens abzihlbar viele Elementarereignisse
{ei|i eI}, soist ) ., W(e;)=1.
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WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistische Metoden

<la BEEETElEe In einer diskreten Ereignisalgebra ist die Wahrscheinlichkeit
& Frilhwirth eines Ereignisses gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten
der Elementarereignisse, deren U-Verbindung es ist.

@ Dabher ist ein WahrscheinlichkeitsmaB durch die Werte, die
es den Elementarereignissen zuordnet, eindeutig bestimmt.

@ Andererseits kann jede positive Funktion, die auf der Menge
Wahrscheinlichkeitsmae der Elementarereignisse definiert ist und Punkt 6 erfiillt,
eindeutig zu einem WahrscheinlichkeitsmaB fortgesetzt
werden.

@ Man kann also auf einer diskreten Ereignisalgebra X
unendlich viele Verteilungen definieren.
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WahrscheinlichkeitsmaBe

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ In einer kontinuierlichen Ereignisalgebra ist die
& Frilhwirth Wahrscheinlichkeit jedes Elementarereignisses gleich 0.

@ Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses kann daher nicht
mehr durch Summation ermittlet werden.

o Statt dessen wird eine Dichtefunktion f(z) angegeben, die
jedem Elementarereignis x einen nichtnegativen Wert f(x)
zuordnet.

o Die Dichtefunktion muss normiert sein:

/Rf(x)d:v =1

@ Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A wird durch
Integration iiber die Dichte ermittelt:

W(A):/Af(ac)dx

@ Die Dichte muss so beschaffen sein, dass das Integral fiir
alle zugelassenen Ereignisse existiert.

WahrscheinlichkeitsmaBe
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Unterabschnitt: Gesetz der groBen Zahlen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Wahrscheinlichkeit

Gesetz der groBen
Zahlen

@ Gesetz der groBen Zahlen
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Gesetz der groBen Zahlen

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Betrachten einfaches Zufallsexperiment: Miinzwurf
o Zwei mogliche Ergebnisse: Kopf (K'), Zahl (Z)

@ Annahme: Miinze symmetrisch, K und Z

R. Friihwirth

gleichwahrscheinlich

@ Experiment wird n-mal wiederholt

n | ha(K) | fo(K) | |[fa(K) —0.5]
Gesetz e groten 10 606 0.1
100 51051 | 0.01
500 | 252 | 0.504 | 0.004
1000 | 488 | 0.488 | 0.012
5000 | 2533 | 0.5066 | 0.0066

@ MATLAB: make_coin

Haufigkeitstabelle
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R. Friihwirth

Gesetz der groBen
Zahlen

Gesetz der groBen Zahlen

100 200 300 400
n
Entwicklung der relativen Haufigkeit von K

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Gesetz der groBen Zahlen

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Die relative Haufigkeit des Ereignisses K scheint gegen den
R Rt Grenzwert 0.5 zu streben.

@ Dieser Grenzwert wird als die Wahrscheinlichkeit W (K)
bezeichnet.

Empirisches Gesetz der groBen Zahlen

lim f,(K) = W(K)
(Z;;sﬁ; der groBen n—o0

@ Das mathematische Problem dieser Definition liegt darin,
dass die Existenz des Grenzwerts von vornherein nicht
einzusehen ist und im klassisch analytischen Sinn tatsichlich
nicht gegeben sein muss, sondern nur in einem weiteren,
statistischen Sinn.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Bedingte
Wahrscheinlichkeit

Abschnitt 7: Bedingte Wahrscheinlichkeit

@ Bedingte Wahrscheinlichkeit
@ Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit
@ Satz von Bayes
@ Unabhiangigkeit
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Kopplung und bedingte
Wahrscheinlichkeit

Unterabschnitt: Kopplung und bedingte
Wahrscheinlichkeit

@ Bedingte Wahrscheinlichkeit
@ Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit
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Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistische Metoden

der ReirerElles Wir betrachten jetzt zwei Ereignisse A und B, die bei einem
& Frihwirtn Experiment eintreten konnen.

o Frage: Besteht ein Zusammenhang zwischen den
Ereignissen?
@ Ein solcher Zusammenhang wird Koppelung genannt.

o Positive Koppelung: Je 6fter A eintritt, desto ofter tritt
tendenziell auch B ein.

o Negative Koppelung: Je ofter A eintritt, desto seltener
tritt tendenziell auch B ein.

Kopplung und bedingte
Hanrsehenlichkert o Quantifizierung von ,oft" und , selten erfolgt durch

Haufigkeitstabelle.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Kopplung und bedingte
Wahrscheinlichkeit

Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

o Die Haufigkeit des Eintretens von A und B kann in einer
Vierfeldertafel oder Kontingenztafel zusammengefasst
werden.

o Beispiel:

A="Eine untersuchte Person ist weiblich"
B="Eine untersuchte Person hat Diabetes"

o Vierfeldertafel fiir 1000 Personen:

B B
A |19 526 | 545
A’ 26 429 | 455
45 955
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Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistische Metoden

o PetameiElE: o Gewdhnliche relative Haufigkeiten werden auf den
& Frilhwirth Umfang n des gesamten Datensatzes bezogen:

h(AN B)

fAnB) ===

o Bedingte relative Haufigkeiten werden auf das Eintreten
des anderen Merkmals bezogen:

_WANB)  f(ANB)
IAB) = =3 = 1B

Wahrscheinlichkeit

o f(A|B) heiBt die bedingte relative Hiufigkeit von A unter
der Bedingung B.
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Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistische Metoden

der Datonanalyse o Die Vierfeldertafel U gibt folgende bedingte relative
R. Frithwirth Héufigkeiteni
19 526
FAIB) = 15 = 0422, f(A]B') = o2 = 0.55

@ Es ist somit zu vermuten, dass die beiden Merkmale
gekoppelt sind.

o f(A|B) > f(A) deutet auf eine positive Koppelung,

f(A|B) < f(A) auf eine negative Koppelung.

Kopplung und bedingte
Wahrscheinlichkeit
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Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Stammen die Daten aus einem Zufallsexperiment, dann
& Frilhwirth besitzen die Ereigniskombinationen auch
Wahrscheinlichkeiten.

@ Wahrscheinlichkeitstabelle:

B B
A | W(ANB) W(ANB) | W(A)
A" | W(A'NB) WA NB) | W(A)
R W(B) W(B')

@ Nach dem empirischen Gesetz der groBen Zahl sind diese
Wahrscheinlichkeiten die Grenzwerte der entsprechenden
relativen Haufigkeiten.
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Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Die bedingten relativen Haufigkeiten konvergieren fiir
& Frilhwirth n — oo gegen einen Grenzwert:

i) = L0 wialp) -

W(ANB)
W(B)

Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
W(ANB)
W(B)

heiBt die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der
Bedingung B, sofern W (B) # 0.

W(A|B) =

Kopplung und bedingte
Wahrscheinlichkeit
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Kopplung und bedingte
Wahrscheinlichkeit

Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel (Der symmetrische Wiirfel)

Ist der Wiirfel vollig symmetrisch, werden den Elementarereignissen
e; = {i} gleiche Wahrscheinlichkeiten zugeordnet:

W(ei):%, 1<i<6

Wir definieren die folgenden Ereignisse:
U={1,3,5}, G=1{2,4,6}

Dann gilt zum Beispiel

_W(enU) W(e) 1
W(edlU) = w@) WU 3

_ W(anG) _ w(0) _
Wel®) = =roy— = way = °
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Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R Beispiel (Fortsetzung)

Kopplung und bedingte
Wahrscheinlichkeit
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Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt
R. Frithwirth Sofort d|e

Produktformel

W (AN B) = W(A|B)W (B) = W(B|A)W(A)

und die Formel fiir die

Inverse Wahrscheinlichkeit

Kopplung und bedingte
Wahrscheinlichkeit W A B W B)
Wiy = LD D)

o Beide Formeln gelten auch fiir relative Haufigkeiten!
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Unterabschnitt: Satz von Bayes

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Bedingte Wahrscheinlichkeit

Satz von Bayes

@ Satz von Bayes
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Satz von Bayes

Satz von Bayes

Definition (Zerlegung)

Die Ereignisse By, Bs, ..., By, bilden eine Zerlegung des
Ereignisraums 2, wenn gilt:

@ Unvereinbarkeit: BN B; = 0,7 # j
@ Vollstandigkeit: By UBy U...UB,, =)

Satz

Bilden die Ereignisse By, B3, ..., By, eine Zerlegung des
Ereignisraums €, dann gilt:

W(By)+W(B2)+ ...+ W(Bp,)
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Satz von Bayes

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Es sei B1
g

Totale Wahrscheinlichkeit

, By, eine Zerlegung. Dann gilt:

R. Friihwirth

W(A) = W(A|B1)W(By) + ... + W(A|Bpn)W (B,

Beispiel

Ein Betrieb erzeugt Gliihbirnen mit 40W (35% der Produktion), mit
60W (45%) und mit 100W (20%). Nach einem Jahr sind noch 98%
der 40W-Birnen funktionsfihig, 96% der 60W-Birnen, und 92% der
100W-Birnen. Welcher Anteil an allen Gliihbirnen ist nach einem Jahr
noch funktionsfahig?

| A

Satz von Bayes
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Satz von Bayes

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Es sei B1

gee

R. Friihwirth

, By, eine Zerlegung. Dann gilt:

Satz von Bayes

W (Bi|A) = %
W (A|B;))W (B;)

" W(AB)W(BL) + ... + W(A|Bm)W (By)

v

o W(B;) wird die a-priori Wahrscheinlichkeit von B genannt,
W (B;|A) die a-posteriori Wahrscheinlichkeit.

Satz von Bayes
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Satz von Bayes

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Beispiel

R. Friihwirth

Ein Betrieb kauft Bauteile von zwei Anbietern, wobei der Anteil des
ersten 65% betrdgt. ErfahrungsgemiB ist der Ausschussanteil bei
Anbieter 1 gleich 3% und bei Anbieter 2 gleich 4%.

@ Wie groB ist der totale Ausschussanteil?

© Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein einwandfreier Bauteil
von Anbieter 2 kommt?

© Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein mangelhafter Bauteil
von Anbieter 1 kommt?

v

Satz von Bayes
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Satz von Bayes

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Beispiel

R. Friihwirth
Ein Bauteil wird von vier Firmen geliefert, und zwar kommen 20% von
Firma 1, 30% von Firma 2, 35% von Firma 3, und 15% von Firma 4.
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Bauteil im Testbetreib innerhalb von
24 Stunden ausfillt, ist 0.02 fiir Firma 1, 0.015 fiir Firma 2, 0.025 fiir
Firma 3, und 0.02 fiir Firma 4. Ein Bauteil fillt im Testbetrieb nach
16 Stunden aus. Die Wahrscheinlichkeit, dass er von Firma i kommt,
ist mittel des Satzes von Bayes zu berechnen.

Satz von Bayes
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Unterabschnitt: Unabhangigkeit

Statistische Metoden
der Datenanalyse
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@ Bedingte Wahrscheinlichkeit

Unabhingigkeit

@ Unabhiangigkeit
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Unabhangigkeit

Doy @ Zwei Ereignisse sind positiv gekoppelt, wenn
R\ Frihwirth
W(A|B) > W(A) oder W(ANB)>W(AW(B)
o Zwei Ereignisse sind negativ gekoppelt, wenn
W(A|B) < W(A) oder W(ANB)< W(AW(B)

o Liegt weder positive noch negative Kopppelung vor, sind A
und B unabhangig.

Unabhingigkeit
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Unabhingigkeit

Unabhangigkeit

Definition (Unabhangigkeit)

Zwei Ereignisse A und B heien stochastisch unabhangig,

e W(AN B) = W(A)W(B)

Die Ereignisse A1, As, ..., A, heiBen unabhangig, wenn gilt:
WAIN...NA,) =W(Ay) ... - W(A4,)

Dazu geniigt nicht, dass je zwei Ereignisse A; und A; paarweise
unabhangig sind!
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Unabhingigkeit

Unabhangigkeit

Beispiel

wir die Ereignisse:

Wir betrachten den zweimaligen Wurf einer Miinze (Kopf/Zahl). Die
moglichen Ausginge sind Q = {KK, KZ, ZK,ZZ}. Ferner definieren

E, ={KK,KZ}...Kopf beim ersten Wurf
E;, ={KK,ZK} ...Kopf beim zweiten Wurf
Es ={KK,ZZ} ...Gerade Zahl von Képfen

Dann gilt fiir alle ¢ # 5

W(El N EJ

aber

W(El NFEsN E3) =

)= = W(E) WE)

4= =W(E) - W(Es) - W(Es)

|
| =

R. Friihwirth
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Unabhangigkeit

Statistische Metoden

der Datenanslyse o Sind A und B unabhingig, gilt W(A|B) = W(A) und
R. Friihwirth W(B|A) = W(B)

o Die Vierfeldertafel fiir zwei unabhingige Ereignisse:

Unabhingigkeit
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Unabhangigkeit

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Die Koppelung kann durch die Vierfelderkorrelation
. Fridhwirth gemessen werden:

Vierfelderkorrelation

_ W(ANB) - W(AW(B)
VW (AW (AW (B)W (B')

p(A, B)

v

@ —1<p(4,B)<1
Leabieheeiet @ p(A,B) =0 < A und B unabhingig
Q p(A,B) >0 < A und B positiv gekoppelt
Q p(A,B) <0 <= A und B negativ gekoppelt
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Unabhingigkeit

Unabhangigkeit

Das Vorzeichen von p(A, B) gibt die Richtung der
Koppelung an.

Der Betrag von p(A, B) gibt die Starke der Koppelung an.

Speziell gilt:

A=B — p(A,B) =1
A=B = p(AaB):_l

Eine bestehende Koppelung ist kein Beweis fiir einen
kausalen Zusammenhang!

@ Die Koppelung kann auch durch eine gemeinsame Ursache
fiir beide Ereignisse entstehen.
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Unabhangigkeit

Statistische Metoden

der ReirerElles Zwei physikalische Ereignisse konnen als unabhangig

& Frihwirtn postuliert werden, wenn zwischen ihnen keine wie immer
geartete Verbindung besteht, da dann das Eintreten des
einen Ereignisses die Wahrscheinlichkeit des anderen nicht
beeinflussen kann.

@ Zwei Elementarereignisse sind niemals unabhangig, da ihre
N-Verbindung stets das unmogliche Ereignis ist.

@ Zwei Elementarereignisse sind sogar hochst ,,abhangig”, weil
das Eintreten des einen das Eintreten des anderen mit
Sicherheit ausschlieBt.

@ Sind E; und F5 zwei unaghingige Ereignisse eines
Wahrscheinlichkeitsraumes (X, W), so sind auch E; und E},

E{ und E5, sowie £} und E! unabhingig.

Unabhingigkeit
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Unabhingigkeit

Unabhangigkeit

Beispiel (Wurf mit zwei unterscheidbaren Wiirfeln)

Es gibt 36 Elementarereignisse e;; = {(4,)}, 1 <,5 < 6. Das
Ereignis E}, beim ersten Wurf eine 4 zu wiirfeln, setzt sich so
zusammen:

E,Ll =e;1 UeiaU...Ueig und analog
E?:€1jU€2jU...Ue6j

Klarerweise gilt Ef N E? = G-
Kann man annehmen, dass alle Elementarereignisse
gleichwahrscheinlich sind, so gilt:
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Unabhingigkeit

Unabhangigkeit

Beispiel (Fortsetzung)

In diesem Fall sind also auch die Elementarereignisse des einfachen
Wurfes gleichwahrscheinlich und die beiden Teilwiirfe sind
unabhdngig. Setzt man umgekehrt voraus, dass fiir beide Teilwiirfe
die Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind, und dass E; und Ef
fiir alle ¢ und j unabhéangig sind, so sind die e;; gleichwahrscheinlich.
Sind die Teilwiirfe nicht unabhéangig, so sind die e;; trotz der
Gleichwahrscheinlichkeit der e; und e; nicht mehr
gleichwahrscheinlich. Ein Beispiel dafiir ist der ,, Wurf" mit einem sehr
groBen Wiirfel, der jedesmal bloB um 90° gedreht werden kann. Das
Elementarereignis es4 ist hier unméglich und muss daher die
Wahrscheinlichkeit 0 zugewiesen bekommen.
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Unabhangigkeit

Statistische Metoden
der Datenanalyse

- Beispiel (Wiederholung eines Alternativversuchs)

Die Ereignisalgebra hat 2" Elementarereignisse, namlich die Folgen der
Form (i1,...,%n), %, = 0 oder 1. Sind die Wiederholungen
unabhéngig, und bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
von 1, ist die Wahrscheinlichkeit einer Folge

W({(i1,...,in)}) =p™ (1 —p)"°

wo ngo bzw. n1 die Anzahl des Eintretens von 0 bzw. 1 angibt.
Klarerweise gilt no + n1 = n.

Unabhingigkeit
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Zufallsvariable und Verteilungen
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Ubersicht Teil 3
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@ Eindimensionale Zufallsvariable
Q Mehrdimensionale Zufallsvariable
@ Wichtige Verteilungen

@ Momente

@ Rechnen mit Verteilungen
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Eindimensionale
Zufallsvariable

Abschnitt 8: Eindimensionale Zufallsvariable

© Eindimensionale Zufallsvariable
@ Grundbegriffe
@ Diskrete Zufallsvariable
@ Stetige Zufallsvariable
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Unterabschnitt: Grundbegriffe
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© Eindimensionale Zufallsvariable

@ Grundbegriffe

Grundbegriffe
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Grundbegriffe

Grundbegriffe

Definition (Zufallsvariable)

die jedem Element w des Ereignisraums 2 eine reelle Zahl
zuordnet, heiBt eine (eindimensionale) Zufallsvariable.

Eine Abbildung X:

weR—z=XWw)eR

o Ist 2 endlich oder abzadhlbar unendlich, ist jede beliebige
Abbildung X zugelassen.

o Ist Q2 Uberabzahlbar unendlich, muss X eine messbare
Abbildung sein.

@ Da der Wert einer Zufallsvariablen vom Ausgang des
Experiments abhangt, kann man den moglichen Werten

Wahrscheinlichkeiten zuschreiben.

R. Friihwirth

Statistische Metodender Datenanalyse



Grundbegriffe

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Nimmt die Zufallsvariable X nur endlich oder abzihlbar
R Fridhwirth unendlich viele Werte an, heiBt sie diskret.

@ Nimmt die Zufallsvariable X ein Kontinuum von Werte an,
Gl heiBt sie kontinuierlich.

Beispiel

Die Abbildung, die beim Wiirfeln dem Elementarereignis e; die
Augenzahl i zuordnet, ist eine diskrete Zufallsvariable. Natiirlich ware
auch die Abbildung e; :— 7 — i eine diskrete Zufallsvariable.

Beispiel

Die Abbildung, die dem Zerfall eines Teilchens die Lebensdauer =
zuordnet, ist eine kontinuierliche Zufallsvariable.
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© Eindimensionale Zufallsvariable

@ Diskrete Zufallsvariable

Diskrete Zufallsvariable
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Diskrete Zufallsvariable

Statistische Metoden

S Diskrete Zufallsvariable sind oft das Resultat von
R Rt Zihlvorgangen.

@ In der physikalischen Praxis kommen diskrete Zufallsvariable
haufig vor: man denke an das Zihlen von Ereignissen in
einem festen Zeitintervall (Poissonverteilung), an das
Abzéhlen von Alternativversuchen (Binomialverteilung),
oder auch an die Besetzungshaufigkeit der diskreten
Energieniveaus des Wasserstoffatoms.

Diskrete Zufallsvariable

@ Im folgenden nehmen wir an, dass die Werte einer diskreten
Zufallsvariablen nichtnegative ganze Zahlen sind. Dies ist
keine Einschrankung, weil jede abzidhlbare Menge von reellen
Zahlen bijektiv auf (eine Teilmenge von) Ny abgebildet
werden kann.

o Die Ereignisalgebra ist die Potenzmenge (Menge aller
Teilmengen) P von Np.
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Diskrete Zufallsvariable

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Ist auf der Ereignisalgebra () ein WahrscheinlichkeitsmaB

R Fridhwirth W definiert, so kann man mit Hilfe der Zufallsvariablen X
auf der Potenzmenge P von Ny ebenfalls ein
WahrscheinlichkeitsmalB definieren.

Diskrete Zufallsvariable

Definition (Verteilung einer diskreten Zufallsvariablen)

Es sei () eine diskrete Ereignisalgebra. Die diskrete
Zufallsvariable X : Q — Ny induziert ein WahrscheinlichkeitsmaB
auf Ny mittels

Wx ({k}) = W(X7'(k) = W({w|X (w) = k})

Wx wird als die Verteilung von X bezeichnet, und zwar als
diskrete oder Spektralverteilung.
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Diskrete Zufallsvariable

Diskrete Zufallsvariable

Beispiel

Wir ordnen den geraden Augenzahlen des Wiirfels die Zahl 0 zu, den
ungeraden die Zahl 1:

X:w— mod (w,2)

Die Verteilung von X ist dann gegeben durch

Wx(0) = W(X'(0)) = W({2,4,6}) =

N = N =

Wx(1) = W(X (1)) = W({1,3,5}) =
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Diskrete Zufallsvariable

Diskrete Zufallsvariable

Beispiel

Wir ordnen dem Ausgang eines Doppelwurfs die Summe der
Augenzahlen zu:

X (i,5) i+

Die Werte von X sind die natiirlichen Zahlen von 2 bis 12. Die
Verteilung von X ist dann gegeben durch

Wx(k) = WX (k) = S W({45)}) = 36
s 13—k
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Diskrete Zufallsvariable

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Die Zahlen W (k) kdnnen als Funktionswerte einer
R. Friihwirth Spektralfunktion fx angesehen werden:

Wx(k), wennz =k

Diskrete Zufallsvariable fX (m) - 0, sonst

Definition (Diskrete Dichtefunktion)

Die Funktion fx (k) wird als
Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion oder kurz Dichte der
Zufallsvariablen X bezeichnet.
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Diskrete Zufallsvariable

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Die Dichte der Zufallsvariablen X =i + j:

R. Friihwirth

Dichtefunktion
T T T

Diskrete Zufallsvariable
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Diskrete Zufallsvariable

Statistische Metoden

4o CroEnElze o Die Wahrscheinlichkeit Wx (E) eines Ereignisses E lasst sich
& Frihwirtn bequem mit Hilfe der Dichte von X berechnen:

Wx(E) = Z fX(k)

keE

Diskrete Zufallsvariable

Definition (Diskrete Verteilungsfunktion)

Ist X eine diskrete Zufallsvariable, so ist die
Verteilungsfunktion F'x von X definiert durch:

Fx(z)=W(X <«z)

Es gilt offenbar:

Fx(z) =) fx(k) =Y Wx({k})

k<x k<x
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Diskrete Zufallsvariable

Statistische Metoden

der Datenanalyse
A Eigenschaften einer diskreten Verteilungsfunktion F

@ I hat eine Sprungstelle in allen Punkten des Wertebereichs
@ Die Sprunghdhe im Punkt k ist gleich fx (k)
Q0<F(z)<1VzxeR

Q 2<y = F(z) < F(y) Vz,y R

Q lim, , o F(z) =0; lim,_o F(z) =1

@ Die Wahrscheinlichkeit, dass r in das Intervall (a, b] fallt, ist

Diskrete Zufallsvariable
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Diskrete Zufallsvariable

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X =i + j:
R. Frithwirth

Verteilungsfunktion
T T T

Diskrete Zufallsvariable
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© Eindimensionale Zufallsvariable

Stetige Zufallsvariable Y Stet|ge Zufa”svarlable
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Stetige Zufallsvariable

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Bisher wurden nur solche Zufallsvariable behandelt, die auf
& Frihwirtn diskreten Ereignisalgebren definiert waren.

@ Diese Beschrankung soll nun fallengelassen werden, d.h es
werden jetzt liberabzahlbar viele Elementarereignisse

Sictis ZufelErE zugelassen. Das ist notwendig, wenn nicht nur Zdhlvorgange,
sondern beliebige Messvorgange zugelassen werden.

@ Eine Funktion X, die auf einer solchen liberabzihlbaren

Menge von Elementarereignissen definiert ist, kann beliebige

reelle Werte annehmen.
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o Eriuih Definition (Stetige Verteilungsfunktion)

Es sei (X, W) ein Wahrscheinlichkeitsraum iiber einem
iberabzadhlbaren Ereignisraum . X sei eine Zufallsvariable, also
eine (messbare) Funktion von Q in R. Die Funktion Flx, definiert
durch:

Stetige Zufallsvariable

Fx(z)=W(X <«z)

heiBt die Verteilungsfunktion von X . Die Wahrscheinlichkeit,
dass X in ein Intervall (z,z + Az] fillt, ist dann:

W(x <X <z+ Az) = Fx(z + Az) — Fx(z) = AFx.
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Stetige Zufallsvariable

Stetige Zufallsvariable

Eigenschaften einer stetigen Verteilungsfunktion
QO0<F(z)<1VzxeR
Q 171 <y = F(21) < F(x2) V1,22 €R
Q lim, ., F(x) =0; lim, ., F(z) =1

Definition (Quantil)

Es sei Fix(x) eine stetige Verteilungsfunktion. Der Wert x,,, fiir
den
Fx(zq)=0a, 0<a<l

gilt, heiBt das a-Quantil der Verteilung von X. Die Funktion

r=F;'(a), 0<a<l

heiBt die Quantilsfunktion der Verteilung von X.
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Stetige Zufallsvariable

Statistische Metoden
der Datenanalyse

o Eriuih Definition (Quartil)

Die Quantile zu den Werten o = 0.25,0.5,0.75 heiBen Quartile.
Das Quantil zum Wert o = 0.5 heiBt Median der Verteilung.

Stetige Zufallsvariable
@ Quantile kdnnen auch fiir diskrete Verteilungen definiert
werden, jedoch sind sie dann nicht immer eindeutig.
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A~ Definition (Stetige Dichtefunktion)

Ist F’x differenzierbar, heiBt X eine stetige Zufallsvariable. Fiir
die Verteilung von X gilt nach dem Hauptsatz der
Integralrechnung:

Stetige Zufallsvariable

W (21 < X < 23) = Fy(22) — Fx (z1) = / fx (@) dz

wobei fx (z) = F% (z) ist. Die Ableitung der Verteilungsfunktion,
die Funktion fx, wird als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
oder wieder kurz Dichte von X bezeichnet.
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Stetige Zufallsvariable

Stetige Zufallsvariable

@ Das WahrscheinlichkeitsmaB W heiBt die Verteilung von
X. Es ist auf einer Ereignisalgebra X definiert, die aus
Mengen reeller Zahlen besteht und zumindest alle Intervalle
und deren Vereinigungen als Elemente enthilt.

o Ahnlich wie bei diskreten Zufallsvariablen l3sst sich die
Wahrscheinlichkeit Wx einer Menge M € X leicht mit Hilfe
der Dichte angeben:

W (M) = /M fx(x)dz

@ Die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Punktes ist immer
gleich 0:

Wx({z}) = /I fx(@)dz =0
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Stetige Zufallsvariable

Stetige Zufallsvariable

@ Dabher ist auch

Wx ((z1,22]) = Wx ((z1,22)) = Wx ([z1, 22])-

o Ganz allgemein erhdlt man eine Aussage iiber stetige
Zufallsvariable dadurch, dass man in einer Aussage iiber
diskrete Zufallsvariable die Summation durch eine
Integration ersetzt.

@ Gilt zum Beispiel fiir eine diskrete Dichte f:

> fk)=1

keNy

so gilt fiir eine stetige Dichte f:

/o;f(:zz)dz—l
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REETGhwireh Dichtefunktion Verteilungsfunktion

Stetige Zufallsvariable
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© Mehrdimensionale Zufallsvariable
Mehrdimensionale ° Grundbegriffe
@ Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Zufallsvariable
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© Mehrdimensionale Zufallsvariable
@ Grundbegriffe

Grundbegriffe
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Definition (Zufallsvariable)
Eine Abbildung X:

R. Friihwirth

weQz=X(w)cR?

die jedem Element w des Ereignisraums 2 einen reellen Vektor
G x € R? zuordnet, heiBt eine d-dimensionale Zufallsvariable.

@ Mehrdimensionale Zufallsvariablen kdnnen diskret oder
stetig sein.
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Grundbegriffe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

o Eriuih Definition (Verteilungsfunktion)
Ist X = (X1,...,X4) eine d-dimensionale Zufallsvariable, so ist
die Verteilungsfunktion F'x durch

Fx(l‘l,...,xd) = W(Xl <ziN...NXy;< l‘d)

Grundbegriffe deflnlel’t

Definition (Dichtefunktion)

Ist X = (X1,...,Xq4) eine d-dimensionale diskrete
Zufallsvariable, so ist die Dichtefunktion fx durch

fx(l‘l,...,xd>=W(X1 leﬂ...ﬂXle‘d)

definiert.
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Grundbegriffe

Grundbegriffe

Beispiel

Die zweidimensionale Zufallsvariable X = (X1, X2) ordnet dem
Ergebnis des Wurfs mit zwei Wiirfeln die Augenzahlen (4, 5) zu. Sind
alle Ausgdnge gleichwahrscheinlich, so ist Wx gegeben durch:

W ({69))) = o

Die Dichte fx lautet:

1
z1 €4{1,...,6} Nz € {1,...,6}
m,m 36 ) ) ) )
fx(@1,22) {O, sonst
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Grundbegriffe
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Grundbegriffe

Grundbegriffe

Beispiel (Fortsetzung)

Die Verteilungsfunktion F' ist daher:

Flai, o) =W(X1 <zinXz<m)= Y f(i,))
i<z1Nj<wa
Beispielsweise ist F'(3,4) = >_, 51;<4 ==22=1

o Wegen der Abzdhlbarkeit der Elementarereignisse kdnnen
diese auch durch eine eindimensionale Zufallsvariable Y
eindeutig in R abgebildet werden, z. B.:

Y:(ei,ej) —>61+]-6

Der Wertevorrat von Y sind die natiirlichen Zahlen zwischen
1 und 36, und Wy ist gegeben durch:

Wy ({k}) = 3—16, 1<k<36
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2 Definition (Dichtefunktion)

Ist X = (X1,...,X4) eine d-dimensionale stetige Zufallsvariable,
so ist die Dichtefunktion fx durch

0% Fx

fX($17~-~71'd):m

Grundbegriffe

definiert.
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© Mehrdimensionale Zufallsvariable

@ Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Randverteilungen und
bedingte Verteilungen
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Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Sind X; und X, zwei (diskrete oder stetige) 1-dimensionale
R Frihwireh Zufallsvariable, so ist X = (X7, X3) eine zweidimensionale
Zufallsvariable. Die Verteilung (Verteilungsfunktion, Dichte)
von X heiBt auch die gemeinsame Verteilung
(Verteilungsfunktion, Dichte) von X; und X5.
@ Es stellt sich nun das folgende Problem: Kann man die

Verteilung von X, bzw. X5 aus der gemeinsamen Verteilung
Randverteilungen und
bedingte Verteilungen berechnen?
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Statistische Metoden

o PetameiElE: o Es sei F' die Verteilungsfunktion und f die Dichte der
& Frhwirh stetigen Zufallsvariablen X = (X7, X3). Dann ist die
Verteilungsfunktion F; von X gegeben durch:

Fl( X1<.CI,'1) W(X1<xlﬁ OO<X2<OO)

/ / f IIZl,.’EQ dIZTQ d’l}l

o Daraus folgt:

Randverteilungen und
bedingte Verteilungen

(21 = /0; (w1, 29) da

ist die Dichte von Xj.
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- Definition (Randverteilung)

Es sei X = (X3, X3) eine zweidimensionale stetige
Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F' und der Dichte f.
Die Verteilung von X; heiBt die Randverteilung von X,
beziiglich X . lhre Dichte f; lautet:

o0
e e filzr) = / F(x1,25) dasy.
—o0

Ist X = (X1, X5) diskret mit der Dichte f, so ist analog die
Dichte f; der Randverteilung von X; beziiglich X gegeben
durch:

fi(ky) = f(kr, ko)
ko
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Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Die Verteilungen von X7 und X5 lassen sich also aus der
AT gemeinsamen Verteilung von X; und X, berechnen.

@ Der umgekehrte Vorgang ist im allgemeinen nicht moglich,
da die gemeinsame Verteilung auch Information iiber
mogliche Zusammenhinge (Kopplung) zwischen X; und X5
enthalt.

@ Es seien X7 und X5 zwei diskrete Zufallsvariable mit der
gemeinsamen Dichte f(k1,k2) und den
Randverteilungsdichten f1(k1) und f2(k2). Dann ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses X1 = ki unter
der Bedingung X5 = ko gegeben durch:

Randverteilungen und
bedingte Verteilungen

e W(Ki=hNXa=k)  f(h k)
WE =kl =k) == —h)  he)
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

2 Definition (Bedingte Dichte)

Es sei X = (X7, X3) eine 2-dimensionale diskrete Zufallsvariable
mit der Dichte f(k1,k2) und den Randverteilungsdichten fi (k1)
bzw. fa(ks). Die Funktion f(ki|ks), definiert durch:

f(k1, k2)
kilke) = —/————
Randverteilungen und f( 1| 2) f2(k2)

bedingte Verteilungen

heiBt die durch X5 bedingte Dichte von X;.

@ Die bedingte Dichte ist fiir festes ko die Dichte eine
Verteilung, der durch X5 = ks bedingten Verteilung von Xj.
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Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Ist X = (X1, Xo) stetig, so ist analog f(x1|x2) definiert
R. Friihwirth durch

f(ﬂfl, $2)
f2(l‘2)

o f(x1]xzg) ist fiir festes xo die Dichte einer Verteilung, der
durch X5 = x5 bedingten Verteilung von Xj.

@ Dass f(x1|z2) tatsichlich eine Dichte ist, 148t sich leicht
nachpriifen:

f(x1|ze) = (f2(z2) # 0)

Randverteilungen und
bedingte Verteilungen

>~ f(9017$2) dar = fz(xz) _
o folma) T fala)

und analog fiir diskretes X.

/°° f(ﬂ’31|$2)d$1 =
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der Datenanalyse o Es gilt'
R. Friihwirth

f(x1,22) = f(z1|x2) - fo(x2)
filwy) = / f(@1]22) - falers) day

Randverteilungen und

bedingte Verteilungen und analog fiir diskrete Dichten.

Definition (Unabhangigkeit von Zufallsvariablen)

Ist die (unbedingte) Dichte der Randverteilung von X; gleich der
durch X5 bedingten Dichte, so heiBen X; und X5 unabhangig.

X1 und X5 unabhingig <— f(z1|z2) = fi(x1)
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Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse o Fiir unabhangige Zufallsvariablen X; und X5 gilt:
R. Frithwirth

f(z1]ze) = fi(x1) <= f(z2|71) = fa21)

= f(z1,22) = fi(z1) - f2(22)

und analog fiir diskretes X.

o Fiir unabhangige Zufallsvariable X1,X5 ist also die Dichte
Randverteilungen und . . .
ety e ot der gemeinsamen Verteilung gleich dem Produkt der
einzelnen Dichten.

o Ist X = (Xy,...,Xq), d> 2, so missen die Definitionen

der Randverteilung, der bedingten Dichten und der
Unabhéangigkeit entsprechend verallgemeinert werden.
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Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Statistische Metoden

<la BEEETElEe o Die Dichte der Randverteilung von X;,, ..., X;

i,, ISt gegeben
R. Frithwirth durch:

Fivreosim Ty ooy i)
/ / fx17~-~;$n)dxim+1-~-dxin
e @ Die durch X; bedingte Dichte von Xj ist gegeben durch:

il fl,j(xlaxj>
( Z| ]) f](x])

wobei f; ;(z;,x;) die Randverteilungsdichte von X;, X ist.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Randverteilungen und
bedingte Verteilungen

Randverteilungen und bedingte Verteilungen

e X;,,...,X,, heiBen unabhingig, wenn die Dichte der
Randverteilung von X, , ..., X;, das Produkt der Dichten
der Randverteilungen der einzelnen X, ist.

R. Friihwirth
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der Datenanalyse

R. Friihwirth

Randverteilungen und
bedingte Verteilungen

Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Beispiel (Die Akzeptanz oder Nachweiswahrscheinlichkeit)

X sei eine Zufallsvariable mit der Dichte f(z). Nimmt X den Wert z
an, so gibt es eine Wahrscheinlichkeit a(x) dafiir, dass = auch
tatsachlich beobachtet wird. Man definiert nun eine Zufallsvariable I,
die 1 ist, wenn x beobachtet wird, und 0 sonst. Dann ist I unter der
Bedingung X = x alternativ nach A, verteilt:

W(I=1X =z) =a(z)
W({I=0X=2z)=1-a(z)

Die gemeinsame Dichte von X und [ ist daher:

f(2,1) = a(z)f(x)
f(2,0) = [1 —a(@)]f(z)
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R. Friihwirth

Randverteilungen und
bedingte Verteilungen

Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Beispiel (Fortsetzung)

Da der Experimentator nur mit beobachteten GréBen arbeiten kann,
schrankt er seine Grundgesamtheit auf die nachgewiesenen Ereignisse
ein, d.h. er braucht die Dichte von X unter der Bedingung, dass X
beobachtet wird:
f(z,1) a(z)f(z)
fa(z) = f(z|I =1) = =
@ =1E=D="%0 = T/
Als konkretes Beispiel diene die Messung einer Lebensdauer. Die
Messung moge bei tmin beginnen und bei tmax enden. Dann hat a(t)
die folgende Gestalt:

0, firt < tmin
a(t) = 1, fiir tmin <t < tmax
0, fiir t > tmax
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R. Friihwirth

Randverteilungen und
bedingte Verteilungen

Randverteilungen und bedingte Verteilungen

Beispiel (Fortsetzung)

Fiir die gemessene Wahrscheinlichkeitsdichte gilt:

0, t < tmin

7 exp(=t/T)
exp(—tmin/7T) — exp(—tmax/T)
0, t> tmax

) tmin S t < tmax

Der Faktor 1/[exp(—tmin/7T) — exp(—tmax/7T)] korrigiert fiir jene
Teilchen, die vor tmin oder nach tnax zerfallen.

Die Nachweiswahrscheinlichkeit a(t) kann auch von der Geometrie des
Detektors oder deren Ansprechwahrscheinlichkeit bestimmt werden
und eine komplizierte Abhangigkeit von ¢ haben. So kann es etwa von
der Konfiguration der Zerfallsprodukte abhangen, ob ein Zerfall bei ¢
beobachtet werden kann oder nicht.

R. Friihwirth
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Abschnitt 10: Wichtige Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Wichtige Verteilungen

@ Diskrete Verteilungen
Wichtige Verteilungen 4] Stetige Verteilungen
@ Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse
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Unterabschnitt: Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Wichtige Verteilungen

@ Diskrete Verteilungen

Diskrete Verteilungen
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Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Die diskrete Gleichverteilung auf n Punkten, Gl(n)

R. Friihwirth

@ Die Verteilung einer Zufallsvariablen X, die die Werte
1,...,n mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt..

@ Die Dichte fx lautet:

1
)y xe{l,...,n}
fx=

0, sonst
Diskrete Verteilungen

@ Die Verteilungsfunktion F'x ist eine Stufenfunktion mit
Spriingen der GroBe % in den Punkten 1,... ., n.
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Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Die Alternativ- oder Bernoulliverteilung Al(p)

R. Friihwirth

@ Die Verteilung einer Zufallsvariablen, die den Ausgangen
eines Alternativversuchs die Werte 1 (Erfolg) bzw. 0
(Misserfolg) zuordnet.

o Die Dichte fx lautet:

fx(0)=1-p, fx(1)=p

Diskrete Verteilungen

oder

fx(@)=p"(1=p)'=*, ze€{0,1}
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R. Friihwirth

Diskrete Verteilungen

Diskrete Verteilungen

Die Binomialverteilung Bi(n, p)

o Wird der Alternativversuch n mal unabhangig durchgefiihrt,
so gibt es 2™ Elementarereignisse, namlich die Folgen der
Form e = (e;,,...,€;,), ij = 0 oder 1.

o Die diskrete Zufallsvariable X bildet die Folge e auf die
Haufigkeit von e ab:

X(e) =i
j=1

Der Wertebereich von X ist die Menge {0,1,...,n}. Auf
die Zahl k (0 < k < n) werden alle Folgen abgebildet, bei
denen e; genau k-mal eintritt. Es gibt C}} solche Folgen,
und jede hat die Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)"~*.
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R. Friihwirth

Diskrete Verteilungen

Diskrete Verteilungen

@ Die Dichte fx ist daher:

n

L pPPA—p)" " 0<k<n

fx (k) =

o Die Verteilung von X wird als Binomialverteilung Bi(n, p)
mit den Parametern n und p bezeichnet.

o Esgilt

Yok =X (") -prt =1

k=0 k=0 k

Das ist gerade der binomische Lehrsatz.
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R. Friihwirth

Diskrete Verteilungen

Diskrete Verteilungen

o Der Modus m (der wahrscheinlichste Wert) ist gleich

[(n+ 1)p], wenn p=0oder (n+1)p ¢ N
1
Dp—1, wenn (n+1)pe{l,...,n}
1, wenn p =1
o Die Verteilungsfunktion kann durch die unvollstindige
regularisierte Betafunktion 3(x;a,b) ausgedriickt werden:

1-p yn—k—1 _ 1\k
_ / -k
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R. Friihwirth
Bi(10,0.5)

0.3 0.3
=z <
7 02 T 02

01 0.1 |

oLl L. o .

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k k
0.4 0.4

Diskrete Verteilungen Bi Bi(10,0.9)
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Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden

der Dat I . . . o a

€ TRREnanehEe Die negative Binomialverteilung
R. Frithwirth

@ Ein Alternativversuch wird solange wiederholt, bis r Erfolge
eingetreten sind. Die Verteilung der dazu bendtigten Anzahl
X von Misserfolgen wird als negative Binomialverteilung
Nb(r, p) bezeichnet.

@ lhre Dichte lautet:

r+k—1

Diskrete Verteilungen fX (k) = < k

)pr(l _p)k7 k >0
@ Der Modus m (der wahrscheinlichste Wert) ist gleich

[(r—1)22], wenn 7> 1
m = p
0, wenn =0

Ist m € N, so ist auch m — 1 ein Modus.

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Diskrete Verteilungen
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Diskrete Verteilungen

P(k)

0.4

0.3

0.2

0.1

0.2

Nb(2,0.6)
02
=
2o1s
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| 0.05
| 0 | |
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k k
02
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Diskrete Verteilungen

Diskrete Verteilungen

Die Multi ialverteilung Mu(

@ Der Alternativversuch kann dahingehend verallgemeinert
werden, dass man nicht nur zwei, sondern d
Elementarereignisse eq, ..., e4 zuldsst, denen die
Wahrscheinlichkeiten p1, ..., pg zugeordnet werden, die nur

d
Zpi =1
i1

erfiillen miissen.

o Fiihrt man den verallgemeinerten Alternativversuch
n-mal durch, so sind die Elementarereignisse die Folgen der
Form:

(eil,...

R. Friihwirth
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Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Sind die n Teilversuche unabhangig, gilt:
R. Frithwirth

n n d
W(eil, . .762‘”) = H W(eij) = Hpij = Hp:“
j=1 j=1 i=1

wobei n; die Anzahl des Eintretens von ¢; ist. Die Summe
der n; ist daher n.

o Die d-dimensionale Zufallsvariable X = (X,...,Xy) bildet
Bt Werelngsn die Folge (ej,,...,e;, ) auf den Vektor (nq1,...,ng4) ab.
Dabei werden n!/(nq!---ng!) Folgen auf den gleichen Vektor
abgebildet.

@ Die Dichte von X lautet daher:

d d d
n! s
fX(n1a~~'7nd):n| i Hp17 E n; =mn, E pzzl
1re-ePods gy i=1 i=1
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Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Die Verteilung von X wird als Multinomialverteilung mit
& Frilhwirth den Parametern n und py, ..., pg bezeichnet:
Wx = Mu(n,p1,...,pd)

@ Das klassische Beispiel einer multinomialverteilten
Zufallsvariablen ist das Histogramm (gruppierte
Haufigkeitsverteilung), das zur graphischen Darstellung der
(absoluten) experimentellen Haufigkeit verwendet wird.

@ X, ist die Anzahl der Fille, in denen die Zufallsvariable R,
Diskrete Verteilungen das experimentelle Ergebnis, in Gruppe i fallt.

@ Die Wahrscheinlichkeit, dass R in Gruppe ¢ fillt, sei gleich
pi-

@ Werden in das Histogramm n Ergebnisse eingefiillt, so sind

die Gruppeninhalte (X7, ..., X4) multinomial nach

Mu(n,p1,...,pq) verteilt.
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Diskrete Verteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse o Ein Histogramm
R. Friihwirth

25

Diskrete Verteilungen
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Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden
der Dat I . . .
o Die Poissonverteilung Po
R. Frithwirth

@ Die Poissonverteilung entsteht aus der Binomialverteilung
durch den Grenziibergang n — oo unter der Bedingung
n-p=A\

@ Das klassische Beispiel einer Poissonverteilten
Zufallsvariablen ist die Anzahl der Zerfélle pro Zeiteinheit in
einer radioaktiven Quelle.

Diskrete Verteilungen @ Allgemein gilt: Ist die Wartezeit zwischen zwei Ereignissen

eines Zufallsprozesses exponentialverteilt, so ist die Anzahl

der Ereignisse pro Zeiteinheit Poissonverteilt.
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der Datenanalyse

R. Friihwirth

Diskrete Verteilungen

Diskrete Verteilungen

@ Die Dichte der Poissonverteilung folgt aus der Berechnung
des Grenzwertes:
P)\(k) = lim BmA(k)

n—oo

i n! A\ F LA nok
oo Kl(n — k)| (5) ( _E) -

AP
e ¢

o Der Modus m (der wahrscheinlichste Wert) ist gleich

A, wenn A ¢ N
m=4¢Aund A—1, wenn A eN
0, wenn A =0
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Diskrete Verteilungen

k
0.2
Po(5, Po(10;]
‘ 0o(5) 015 0(10)
0 5 10 5 10 15
k k
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Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Grundgesamtheit von N Objekten, davon haben M eine

bestimmte Eigenschaft E.

o Es werden n Objekte gezogen, wobei jedes Objekt die
gleiche Wahrscheinlickeit hat, gezogen zu werden.

o Einmal gezogene Objekte werden nicht zuriickgelegt.

@ Die Anzahl der gezogenen Objekte mit der Eigenschaft F ist
eine Zufallsvariable X.

@ Die Verteilung von X wird hypergeometrische Verteilung
Hy(N, M, n) genannt.

o lhre Dichte lautet:

M\ (N - M
m) = (m><(]:;>m) 0 < m < min(n, M)

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse
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Diskrete Verteilungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Der Modus m (der wahrscheinlichste Wert) ist gleich

SCES RS

R. Friihwirth

N +2

Diskrete Verteilungen
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R. Friihwirth HY(20,12,10)
0.4

Bi(10,0.6)
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P(k)
P(k)
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Hy(100,40,10) Bi(10,0.4)
Diskrete Verteilungen
0.3 0.3
= =
Lo2 go2
01 | | 01 |
o 1 o | L.
0 1 2 3 45 6 7 8 910 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k k

Zwei Hypergeometrische Verteilungen und die entsprechenden
Binomialverteilungen
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Unterabschnitt: Stetige Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Wichtige Verteilungen

@ Stetige Verteilungen

Stetige Verteilungen
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R. Friihwirth

Stetige Verteilungen

Stetige Verteilungen

o Die stetige Gleichverteilung auf dem Intervall [a, b] hat die
Dichte:

1 0,z <a
f(zla,b) = ml[a,b] =<¢1/(b—a),a<z<b
0,b<zx

Dichtefunktion der Gleichverteilung Un(0,1) Verteilungsfunktion der Gleichverteilung Un(0,1)
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R. Friihwirth

Stetige Verteilungen

Stetige Verteilungen

Die GauB- oder Normalverteilung No(y,

Die Normalverteilung ist eine der wichtigsten Verteilungen
in Wissenschaft und Technik.

lhre Dichte lautet:

1 _ (=2

flzlp, o) = =

Im Fall von =0, 0 = 1 heiBt sie
Standardnormalverteilung.

Die Verteilungsfunktion ®(z) ist nicht durch elementare
Funktionen darstellbar.

Der Modus m (das Maximum der Dichtefunktion) ist bei
m = pu.
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Stetige Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Stetige Verteilungen

Statistische Metodender Datenanalyse 220/584



Stetige Verteilungen

Statistische Metoden
der Dat I - . .
€ TRREnanehEe Die Exponentialverteilung )
R. Friihwirth

@ Die Exponentialverteilung ist die Wartezeitverteilung des
radioaktiven Zerfalls von Atomen und allgemein des Zerfalls
von Elementarteilchen.

@ lhre Dichte lautet:

1 —x/T
f(95|7'):;€ /'I[O,oo)(x)

Stetige Verteilungen

o lhre Verteilungsfunktion lautet:

Flalr) = (1= e7/7) I o) (2)

@ Der Modus m ist bei m = 0.
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Stetige Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth Dichtefunktion der Exponentialverteilung Ex(2) Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung Ex(2)

Stetige Verteilungen
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Stetige Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse o
Der Poissonprozess
R. Frithwirth

@ Wir beobachten einen Prozess, bei dem gewisse Ereignisse
zu zufdlligen Zeitpunkten eintreten.

@ Ist die Anzahl der Ereignisse pro Zeiteinheit unabhingig und
Poisson-verteilt gem&B Po(\), sprechen wir von einem
Poissonprozess mit Intensitat \.

Eigenschaften eines Poissonprozesses

Stetige Verteilungen @ Die Anzahl der Ereignisse in einem Zeitintervall der Lange T
ist Poisson-verteilt gem3B Po(AT).

@ Die Wartezeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Ereignissen ist exponentialverteilt gemiB Ex(1/)).

© Sind die Wartezeiten eines Prozesses unabhangig und
exponentialverteilt gemaB Ex(7), so ist der Prozess ein
Poissonprozess mit Intensitat A = 1/7.
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Stetige Verteilungen

Stetige Verteilungen

Die Gammaverteilung C

@ Die Exponentialverteilung ist ein Spezialfall einer
allgemeineren Familie von Verteilungen, der
Gammaverteilung.

@ Die Dichte der Gammaverteilung lautet:

xa—le—w/b

f(z|a,b) = b T(a)

: I[O,oo) ($>

o lhre Verteilungsfunktion ist die regularisierte unvollstandige
Gammafunktion:

B T gale=t/b _(a,x/b)
Fala,b) = /O e R

o Der Modus m ist bei m = (a — 1)b, wenn a > 1.
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Stetige Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth Dichtefunktion der Gammaverteilung Ga(a,b)

1
Stetige Verteilungen
0.8

0.6

0.4

Dichtefunktion der Gammaverteilung Ga(a,b)
a=0.5 b=0.5 a=1b=0.5
——a=05b=1 15 —a=1b=1
a=0.5 b=2 . a=1b=2
21
0.5
0 —]
0 3
Dichtefunktion der Gammaverteilung Ga(a,b) Dichtefunktion der Gammaverteilung Ga(a,b)
0.5
a=2 b=0.5 a=5b=0.5
a=2 b=1 0.4 a=5b=1
a=2 b=2 a=5b=2
0.3

0.2

R. Friihwirth
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Stetige Verteilungen

Stetige Verteilungen

Die Gleichverteilung ist ein Spezialfall einer allgemeineren
Familie von Verteilungen, der Betaverteilung.

@ Die Dichte der Betaverteilung lautet:

xafl(l _ x)bfl
B(a,b)

(a)T(b)

f(z]a,b) = m

'I[O,l](x)a B(avb) =
o lhre Verteilungsfunktion ist die regularisierte unvollstandige
Betafunktion:
F(za,b) = 1 /m 11— ) e
B(a7 b) 0
o Der Modus m ist bei m = (a — 1)/(a + b — 2), wenn
a,b>1.
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Stetige Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth Dichtefunktion der Betaverteilung Beta(a,b)

Dichtefunktion der Betaverteilung Beta(a,b)

5
a=0.5b=0.5 a=1b=0.5
4 ——a=1b=1
a=1b=2
_ 3} a=1b=3
¥
=0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Dichtefunktion der Betaverteilung Beta(a,b) Dichtefunktion der Betaverteilung Beta(a,b)

a=2 b=0.5
4 ——a=2b=1 4
a=2 b=2
a=2 b=3

Stetige Verteilungen

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Unterabschnitt: Die Normalverteilung und verwandte
Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse
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@ Wichtige Verteilungen

@ Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Die Normalverteilung
und verwandte
Verteilungen
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Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden

der Dat I . - o 0 .

€ TRREnanehEe Die eindimensionale Normalverteilung
R. Frithwirth

@ |hre Dichte ist die bekannte GauB'sche Glockenkurve:

1 _(z=w)?
2

@ Das Maximum ist bei z = u, die Wendepunkte bei
r=pto.

o Die halbe Breite auf halber Héhe (HWHM) ist gleich

Die Normalverteilung gV 2In2 ~ 1, 1770.

und verwandte
Verteilungen

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Frithwirth
f =0.39894
max
@ 0.3+ i
7
X
02l HWHM |
0.1 4
0 L L
Die Normalverteilung -4 -3 -2 -1 (x—EL)/c 1 2 3 4

und verwandte
Verteilungen

Eindimensionale Normalverteilung, gelber Bereich = 68.2%
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Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse 9 ES gllt
R. Friihwirth

Die Normalverteilung
und verwandte
Verteilungen
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Die Normalverteilung
und verwandte
Verteilungen

Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Die d-dimensionale Normalverteilung No(g, V)

@ lhre Dichte lautet:

@)= ot o (5w e )

@ V und V! sind symmetrische positiv definite
d x d-Matrizen.

o Ist X normalverteilt gem3B No(u, V) und H eine m x d
Matrix, so ist Y = HX normalverteilt gemaB
No(Hu, HVHT).

o Jede Randverteilung einer Normalverteilung ist wieder eine
Normalverteilung. Mittelwert und Matrix der Randverteilung
entstehen durch Streichen der Spalten und Zeilen der

restlichen Variablen.
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Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Jede bedingte Verteilung einer Normalverteilung ist wieder
Rlbyih eine Normalverteilung.

o Ist X normalverteilt gem&B No(u, V), so kann V als positiv
definite symmetrische Matrix mittels einer orthogonalen
Transformation auf Diagonalform gebracht werden:

UvUuT = D?

@ Alle Digonalelemente von D? sind positiv. Die Zufallsvariable
Y =DU(X — p) ist dann standardnormalverteilt. Die
Die Normalverteilung Drehung U heiBt Hauptachsentransformation.

und verwandte
Verteilungen
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Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden

der Dat I . .y . o

€ TRREnanehEe Die zweidimensionale Normalverteilung
R. Frithwirth

o Fiir d =2 und p = 0 kann die Dichte folgendermaBen
angeschrieben werden:

2 2

_ 1 1 3 2pzy w2 302)}
XT1,T9) = —————F——€XP |—5r—7 | = — L2+ 2
f( 15 2) 2770102@ p{ 2(1—p2) (af o1 02 + o2

@ p =012/(0102) ist der Korrelationskoeffizient. Sind X; und
X5 unkorreliert, also p = 0, folgt:

tnd vermandie - " 1 1 (23 a3
Verteilungen f(x:[’ ajg) = m exp |:_2 <0_2 + 0_2>:| = fl (l‘l) : f2($2)
102 1 2

@ Zwei unkorrelierte normalverteilte Zufallsvariable mit
gemeinsamer Normalverteilung sind daher unabhangig.
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Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth o'1=1, 0'2=1, p=0.6

Die Normalverteilung
und verwandte
Verteilungen
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Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Die bedingte Dichte f(z1|z2) ist gegeben durch

f(aa|z2) = f(;é;;Q) =

1 1 < P T2 01>
=——exp |7 |21 — ——
V2mo1y/1 — p? 207 (1-p?) ' 02

o X1|Xo = x4 ist also eine normalverteilte Zufallsvariable mit
der Erwartung

Die Normalverteilung

und verwandte E[Xl |X2} = px2 0'1/0'2

Verteilungen

E[X1]|X2] heiBt die bedingte Erwartung.
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Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse Je nach Vorzeichen von p fallt oder wichst die bedingte
R. Frihwirth Erwartung von X3, wenn X, wachst.

o Ist p =1, sind X; und Xs proportional: X; = Xs01/09.

@ Die Hohenschichtlinien der Dichtefunktion sind Ellipsen.

o Die Hauptachsentransformation ist jene Drehung, die die
Ellipsen in achsenparallele Lage bringt.

@ Sie hangt im Fall d =2 nur von p ab. Ist p =0, sind X3

und X5 bereits unabhangig, und der Drehwinkel ist gleich 0.
Ist p # 0, ist die Drehmatrix U gleich

Die Normalverteilung
und verwandte

Verteilungen COS sp — Sin QD . 1 O'% B O’%
U— . mit ¢ = —— arccot —
sing  cosgp 2 2p0102
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Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Statistische Metoden
der Dat I . .
o Die t-Verteilung t(n)

R. Friihwirth

@ Die Dichte der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden lautet:

F(";l) 22 —(n+1)/2
zn) = —=—— 1+ —
sto) = ezt (145)

Die x2-Verteilung x2(n)

Stetige Vertsiung @ Die Dichte der x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden lautet:
By 1

— n/2—1_—x/2
Fleln) = a7

: I[O,oo) (ZU)

@ Sie ist die Gammaverteilung Ga(n/2,2).
o Ist X standardnormalverteilt, so ist Y = X2 Xz—verteilt mit
einem Freiheitsgrad.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Die Normalverteilung
und verwandte
Verteilungen

Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

Die F-Verteilung F(n,m)

o Die Dichte der F-Verteilung (Fisher-Snedecor-Verteilung)
mit n bzw. m Freiheitsgraden lautet:

F(n-;m)nn/Qmm/Q mn/Z—l
= * I
f{eln,m) PEIT(E)  (n oty o)

@ Sind X und Y unabhingig und x2-verteilt mit n bzw. n
Freiheitsgraden, so ist

_X/n
F_Y/im

verteilt gemiB F(n,m).

R. Friihwirth
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Abschnitt 11: Momente

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Momente
o Erwartung
@ Varianz
@ Schiefe

Momente

R. Friihwirth che Metodender Datenanalyse
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Unterabschnitt: Erwartung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Momente
o Erwartung

Erwartung
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Erwartung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R, Frilhwirth Definition (Erwartung)

Es sei X eine (diskrete oder stetige) Zufallsvariable mit der
Dichte f(z). Ferner sei g eine beliebige stetige reelle oder
komplexe Funktion. Man definiert Ex[g] = E[g(X)] durch:

o

ElgC0)] = Y o()f(k) baw. E(0]= [ g(a)f(@)do

keNg -

Ex[g] = E[g(X)] heiBt die Erwartung von g(X). Ist g ein
k-dimensionaler Vektor von Funktionen, dann ist auch E[g(X)]
ein k-dimensionaler Vektor.

Erwartung
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Erwartung

Erwartung

Definition (Erwartung einer Zufallsvariablen)

Ist g(x) = z, so heiBt E[g(X)] = E[X] die Erwartung oder der
Mittelwert von X.

E[X] = /Oo of(z)de baw. E(X] = 3 k £(k)

=69 keNg

Ist X = (X1,...,X4), wird die Erwartung entsprechend
verallgemeinert:

EX[g]:/_oo /_00 g(@1, ..., zq) f(x1,...,zq)day ...
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Erwartung

Statistische Metoden . X .
der Datenanalyse @ Die Erwartung ist ein Lageparameter.
R. Frithwirth

@ Die Erwartung braucht nicht zu existieren. Ein Beispiel ist
die Cauchy-Verteilung (t-Verteilung mit einem
Freiheitsgrad) mit der Dichte

1
f(x):m, zeR

Eigenschaften der Erwartung
Q@ E[J=¢, ceR
@ E[aX +b] =aE[X]+b
St Q@ E[X; + Xo] = E[X4] + E[X3]
Q X und X, unabhingig — E[X;X5] = E[X;] - E[X3]
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Erwartung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Die Erwartung von diskreten Zufallsvariablen

R. Frihwirth
Gleichverteilung Gl(n) EX] =12
Alternativverteilung Al(p) E[X]=p
Binomialverteilung Bi(n, p) E[X] =np
Negative Binomialverteilung Nb(r, p) E[X] = ti=2)
Poissonverteilung Po(\) E[X] =X
Hypergeometrische Verteilung Hy (N, M,n) E[X] = 2
Multinomialverteilung Mu(n, p1, ..., pq) [X; ;

Erwartung
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Erwartung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

& et Die Erwartung von stetigen Zufallsvariablen

Stetige Gleichverteilung Un(a,b) E[X] = “t°
Exponentialverteilung Ex(7) EX]=r71
Normalverteilung No(u, 0?) E[X]=u
Normalverteilung No(, V) EX]=p
Gammaverteilung Ga(a, b) E[X] = ab
Betaverteilung Beta(a, b) EX] =%
x2-Verteilung x?%(n) EX]=n
t-Verteilung t(n) E[X]=0,n>1
o F-Verteilung F(n,m) [X]
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Erwartung

Erwartung

Definition (Momente)

Sei X eine Zufallsvariable. Die Erwartung von g(z) = (z — a)*,

sofern sie existiert, heiBt k-tes Moment von X um a. Das k-te
Moment um 0 wird mit pj, bezeichnet. Das k-te Moment um den
Erwartungswert E[X] wird als zentrales Moment 1,
bezeichnet.

o Die zentralen Momente 1, ..., i kdnnen aus den
Momenten um 0 pf, ...,y berechnet werden, und
umgekehrt.

o Selbst wenn alle Momente einer Verteilung existieren, ist sie
dadurch nicht eindeutig bestimmt.

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Unterabschnitt: Varianz

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Momente

@ Varianz

Varianz

istische Metodender Datenanalyse



Varianz

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Definition (Varianz)

R. Friihwirth

Das zweite zentrale Moment o heiBt die Varianz von X,
bezeichnet mit var[X]. Die Wurzel aus der Varianz heiBt die
Standardabweichung von X, bezeichnet mit o[X].

@ Die Standardabweichung ist ein Skalenparameter, der die
Breite der Verteilung beschreiben.

@ Die Standardabweichung hat die gleiche Dimension wie die
Zufallsvariable.

@ Varianz und Standardabweichung sind (wie alle zentralen
Momente) invariant gegen Translationen.

@ Die Varianz braucht nicht zu existieren. Ein Beispiel ist die
t-Verteilung mit zwei Freiheitsgraden mit der Dichte

1
fz) = Wy

Varianz

reR
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Varianz

Statistische Metoden

der Datenanalyse
- Die Tschebyscheff'sche Ungleichung

Es sei X eine Zufallsvariable mit der Erwartung E[X] = p und
der Varianz var[X] = o2. Fiir g > 0 gilt:

1

W (X —pl > go) < e

Varianz
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Varianz

Varianz

Definition (Kovarianz)

Sei X = (Xy,...,X,) eine n-dimensionale Zufallsvariable und
ELX,] = i

cov[X;, X;] = E[(X; — i) (X — M;)] =

:/ — pi)(xj — ) fx, . an)dey ... da, =

/ / () — 1j) fij (@i, ;) dw; da;

heiBt die Kovarianz von X; und Xj, auch o;; geschrieben. Die
Matrix V' mit V;; = cov[X,, X;] heiBt die Kovarianzmatrix von
X, bezeichnet mit Cov[X].
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Varianz

Statistische Metoden

der Datenanalyse
A~ Eigenschaften der Varianz bzw. der Kovarianz

@ var[X] = E[r?] - (E[X])?
9 COV[X17X2] = E[XlXQ] — E[Xl] D E[XQ]
Q var[aX + b] = a?var[X]
Q var[a1 X + a2 Xo) =
a? var[X1] + a3 var[Xs] + 2a;as cov[ X1, Xo]

Q var [i X;| = iicov[Xi,Xj] =
i=1 i=1 j=1

ivar[Xi]—l-?i i cov[X;, X;]

i=1 j=i+1

Varianz
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Varianz

Statistische Metoden . .
e (ECCIEnE e o Fiir unabhingige ZufallsgréBen gilt:
R. Frithwirth

Q@ X, X, unabhingig = cov[X;,X5] =0
Q@ Xi,...,X, unabhingig:

var zn:Xi :Zn:var[Xi]
i=1 i=1

Varianz
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Varianz

Statistische Metoden
der Datenanalyse

T Definition (Korrelationskoeffizient)

Uij

Die GroBe p;; = heiBt der Korrelationskoeffizient von X

und )(‘7

005

v

Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten
Q@ 1<p; <1
@ Ist |p;;| =1, so sind X; und X linear abhdngig.

Varianz
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Varianz

Varianz

Die Varianz von diskreten Zufallsvariablen

Gleichvt. GI(n)

Alternativvt. Al(p)

Binomialvt. Bi(n, p)

Negative Binomialvt. Nb(r, p)
Poissonvt. Po())

Hypergeom. Vt. Hy (N, M, n)
Multinomialvt. Mu(n, p1, ..., pa)

var[X] = "2151

var[X] = p(1 — p)

var[X] = np(1 — p)
var[X] = @

var[X] = A

var[X] = W

cov[X;, X;] = dinpi — npip;

R. Friihwirth

Statistische Metodender Datenanalyse




Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Varianz

Varianz

Die Varianz von stetigen Zufallsvariablen

Gleichverteilung Un(a, b)
Exponentialverteilung Ex(7)
Normalverteilung No(u, 0?)
Normalverteilung No(u, V)
Gammaverteilung Ga(a, b)
Betaverteilung Beta(a, b)
x2-Verteilung x?(n)
t-Verteilung t(n)
F-Verteilung F(n, m)

var[X] = (bzg)z
var[X] = 72

var[X] = o2
Cov[X]=V

var[X] = ab?

var[X] = (a+b)2tz2+b+1)
var[X] =2n

var[X] = s n > 2
var[X] = 2 (i =)

n(m—2)2(m—4)°

m >4
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Unterabschnitt: Schiefe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Momente

@ Schiefe

Schiefe
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Schiefe

Schiefe

Definition (Schiefe)

Das reduzierte dritte zentrale Moment v = p3/03 heiBt die
Schiefe.

@ Die Schiefe misst die Asymmetrie einer Verteilung. Ist die
Schiefe positiv (negativ), heiBt die Verteilung rechtsschief
(linksschief). Fiir symmetrische Verteilungen ist sie 0.

Beispiel (Die Schiefe der Exponentialverteilung)

t—1T)

3
e Tt = 27°

o = E(X —E[X])7) = [

T

Die Schiefe ist daher gleich v = 2.
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Schiefe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

S Beispiel (Die Schiefe der Gammaverteilung)

us = E[(X — E[X])®] = /000 % 2* e/t Az = 2ab®

Die Schiefe ist daher gleich v = 2/y/a und strebt fiir a — oo gegen 0.

Schiefe
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Abschnitt 12: Rechnen mit Verteilungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Rechnen mit Verteilungen
@ Faltung und Messfehler
@ Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten
@ Systematische Fehler
Rechnen mit Verteilungen o Grenzverteilungssatze
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Unterabschnitt: Faltung und Messfehler

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Rechnen mit Verteilungen
@ Faltung und Messfehler

Faltung und Messfehler
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Faltung und Messfehler

Faltung und Messfehler

Definition (Faltung)

Es seien X7 und X, zwei unabhingige Zufallsvariablen. Die
Summe X = X; + X5 heiBt die Faltung von X; und Xs.

Satz

Sind X7 und X5 zwei unabhangige Zufallsvariable mit der
gemeinsamen Dichte f(x1,22) = fi(21) - fa(z2), so hat ihre
Summe X = X; + X5 die Dichte

g(z) :/_OO fi(x — x2) - fo(wa) dwa =

:/_o; fi(z1) - fa(z — z1) daa
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Faltung und Messfehler

Statistische Metoden

o PetameiElE: @ Die Dichte g wird als Faltungsprodukt von f1 und fo
& Frihwirtn bezeichnet: g = f1 * f.

Beispiel (Faltung von zwei Exponentialverteilungen)

Es seien X1 und X2 exponentialverteilt gemaB E,. Die Summe
X = Xj + X3 hat die folgende Dichte:

g(t) = /_(><> fi(t —t2) fa(tz) dta =

!
:/ L eta=t)m=tarr gy, =
o T

1 —t/T
= ﬁt@

Faltung und Messfehler
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R. Friihwirth

Faltung und Messfehler

Faltung und Messfehler

Beispiel (Faltung von zwei Gleichverteilun

Es seien X und X gleichverteilt im Intervall [0, 1]. Die Summe
X = X1 + X> hat die folgende Dichte:

g(x) = /:’0 fi(z — x2) fa(w2) dzo

Das Produkt der Dichten ist nur ungleich 0, wenn 0 < z — x2 < 1 und
0 <z <1 gilt. Die effektiven Integrationsgrenzen sind daher

Zmin = max(0,z — 1) und Zmax = min(z,1). Ist 0 < z <1, ist

Tmin = 0 und Tmax = x; ist 1 < x < 2, ist Tmin = — 1 und

Zmax = 1. Die Dichte g(x) lautet daher:

T, wenn 0 <z <1
gx)=q2—x, wennl<z<2
0, sonst

Die Summenverteilung heiBt Dreiecksverteilung.
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Faltung und Messfehler

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A~ Zwei Eigenschaften der Normalverteilung

@ Die Faltung zweier Normalverteilungen ist wieder eine
Normalverteilung.

@ Ist die Faltung von zwei Verteilungen eine Normalverteilung,
so sind auch die beiden Summanden Normalverteilungen.

Faltung und Messfehler
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Faltung und Messfehler

Statistische Metoden
der Datenanalyse

N B Beispiel (Der Messfehler)

Es wird eine ZufallsgroBe X beobachtet. Der Messfehler wird durch
eine bedingte Dichte b(z'|z) beschrieben, die die Wahrscheinlichkeit
angibt, dass =’ bei der Messung registriert wird, wenn X den Wert z
annimmt. Fiir die gemessene Verteilung gilt dann:

@)= [ Z ba'o)f (@) o = [ Z f(e!,2) da

Im giinstigsten Fall hangt b nur von der Differenz =’ — = ab, oder eine
weitere explizite Abhangigkeit von x ist vernachlassigbar. Dann wird
aus dem Integral ein Faltungsintegral. Dies ist genau dann der Fall,
wenn der Messfehler und die Messung unabhéangig sind.

Faltung und Messfehler
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Faltung und Messfehler

Statistische Metoden

oy DetmEnEliE o Die Faltung von zwei Zufallsvariablen X7 und X5 kann auch
R Frihwirth mit Hilfe ihrer charakteristischen Funktionen berechnet
werden.

Definition (Charakteristische Funktion)

Es sei X eine Zufallsvariable. Die charakteristische Funktion
von X ist definiert durch:

ox(t) = E[exp(itX)],t € R

Satz
Ist X = X7 + X5 die Faltung von X; und X3, so gilt:

| A\

Faltung und Messfehler QDX (t) = SOXI (t) : SDXZ (t>
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Faltung und Messfehler

Faltung und Messfehler

Beispiel (Faltung von zwei Poissonverteilungen)

Es seien X; und X2 Poisson-verteilt gemiB Po(A1) bzw. Po(A2). Die
charakteristische Funktion von X; lautet:
00 iktyk —X;
et ATe i
px,(t) =3 S~ explni(e 1)
k=0

Die charakteristische Funktion von X = X; + X5 ist daher gleich

ox (t) = exp[M(e” — 1)] exp[ra(e” — 1)] = exp[(M1 + X2) (e —1)]

X ist also Poisson-verteilt gemaB Po(\) mit A = A1 + Aa.
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Faltung und Messfehler

Statistische Metoden
der Datenanalyse

— Beispiel (Faltung von zwei x°-Verteilungen)
Es seien X1 und X5 x2-verteilt mit n; bzw. ny Freiheitsgraden. Die

charakteristische Funktion von X; lautet:

0 = 1
@Xi()—m

Die charakteristische Funktion von X = X; 4+ X5 ist daher gleich

1 1
ex(t) = G g s ~ (1= 2w

X ist also x2-verteilt mit n = ny + no Freiheitsgraden.

Faltung und Messfehler
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Faltung und Messfehler

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A~ Zwei Eigenschaften der Normalverteilung

@ Die Faltung zweier Normalverteilungen ist wieder eine
Normalverteilung.

@ Ist die Faltung von zwei Verteilungen eine Normalverteilung,
so sind auch die beiden Summanden Normalverteilungen.

Faltung und Messfehler
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Unterabschnitt: Fehlerfortpflanzung, Transformation von
Dichten

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Rechnen mit Verteilungen

@ Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten

Fehlerfortpflanzung,
Transformation von
Dichten
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Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten

Statistische Metoden

oy DetmEnEliE @ Im folgenden Abschnitt sollen Linearkombinationen von —
Py nicht notwendig unabhingigen — Zufallsvariablen
betrachtet werden.

@ Essei X = (Xy,...,X,) eine n-dimensionale
Zufallsvariable und H eine m x n - Matrix. Dann ist
Y = (11,...Y,,) = HX — wie jede deterministische
Funktion einer Zufallsvariablen — wieder eine
Zufallsvariable. Wie ist Y verteilt?

o Es gilt exakt:

Lineare Transformation von Erwartung und Varianz
Q E[Y]~H:E[X]
Q@ Cov[Y]~H:Cov[X] -HT

Fehlerfortpflanzung,
Transformation von
Dichten

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Es soll nun statt der linearen Abbildung H eine allgemeine
= Frihwirh Funktion h = (hq, ..., hy,) betrachtet werden.
@ Es wird angenommen, dass h in jenem Bereich, in dem die
Dichte von X signifikant von 0 verschieden ist, geniigend
gut durch eine lineare Funktion angendhert werden kann.

@ Entwickelt man h an der Stelle E[X], so gilt in 1. N3herung:

Lineare Fehlerfortpflanzung
Q E[Y] = h(E[X])

@ Cov[Y] = (g—Z) - Cov[X] - (%:)T

Fehlerfortpflanzung,
Transformation von
Dichten
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Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Ist h = (hq,...,h,) eine umkehrbar eindeutige Abbildung
R Fridhwirth h : R™ — R"™, so |aBt sich die Dichte von
Y =(,...,Y,) =h(Xy,...,X,) berechnen.

o Essei X = (X1,...,X,) eine d-dimensionale Zufallsvariable
mit der Dichte fx(z1,...,2q), h eine umkehrbare
Abbildung h : R? — R, g die Umkehrfunktion von h,

Y = h(X) und fy (y1,...,yq) die Dichte von Y. Dann gilt:

Transformation der Dichte

fy (i, yya) = fx(@y1, -, 94)) ‘g_z

0
8—9‘ der Betrag der Funktionaldeterminante ist.
Y

wobei

Fehlerfortpflanzung,
Transformation von
Dichten
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Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten

Statistische Metoden

Ol Beispiel (Transformation unter einer affinen Abbildung)
R. Frithwirth

Es sei X eine d-dimensionale Zufallsvariable mit Dichte fx(x) und
Y = AX +b. Ist A regulér, ist die Dichte von Y gegeben durch:

Fr(y) = Ix(A (g — b)) - ﬁ

Beispiel (Transformation mit der Verteilungsfunktion)

Es sei X eine stetige Zufallsvariable mit der Dichte f(x) und der
Verteilungsfunktion F(z), und Y = F(X). Dann ist die Dichte von Y
gegeben durch:

Fehlerfortpflanzung,

f Y ist also gleichverteilt im Intervall [0,1]. Y wird als p-Wert
Dieheey mation ven (probability transform) von X bezeichnet.
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Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Beispiel (Transformation mit der inversen Verteilungsfunktion)

R. Friihwirth

Es sei U gleichverteilt im Intervall [0,1], F(z) (f(x)) die
Verteilungsfunktion (Dichtefunktion) einer stetigen Verteilung, und
X = F~Y(U). Dann ist die Dichte von X gegeben durch:

o) =1-| | = 1@

X ist also verteilt mit der Verteilungsfunktion F' und der Dichte f.

Beispiel

| \

Es sei X gleichverteilt im Intervall [0,1] und Y = —In(X). Dann ist
9(y) = exp(—y) und

Iy (y) = fx(exp(~y)) - ’l‘ — Y

Fehlerfortpflanzung,
Transformation von

Dichten Y ist daher exponentialverteilt mit 7 = 1.
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Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten

Statistische Metoden
der Datenanalyse

= s Beispiel (Der Kehrwert einer gammaverteilten Zufallsvariablen)

Es sei X Gammaverteilt gemaB Ga(a,b). Wir suchen die Verteilung
von Y =1/X. Es gilt:

a+l _—b/z
Felo) = fx () o = e

Die Verteilung von Y wird als inverse Gammaverteilung IG(a, b)
bezeichnet.

Fehlerfortpflanzung,
Transformation von
Dichten
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Unterabschnitt: Systematische Fehler

Statistische Metoden
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R. Friihwirth

@ Rechnen mit Verteilungen

@ Systematische Fehler

Systematische Fehler
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Systematische Fehler

Systematische Fehler

Kann der Messfehler durch eine Zufallsvariable mit Mittel 0
beschrieben werden, hat die Messung nur einen
statistischen Fehler.

Die Messung kann jedoch durch eine falsche Kalibration
(z.B. Skalenfehler oder Nullpunktfehler) des Messgerats
verfalscht sein. Solche Fehler werden systematische Fehler
genannt.

Systematische Fehler werden durch VergroBerung der
Stichprobe nicht kleiner!

Die Korrektur von systematischen Fehlern erfordert
solgfaltige Kalibaration der Messaparatur, Uberpriifung von
theoretischen Annahmen, etc.

Das Gesetz der Fehlerfortpflanzung gilt nicht fiir
systematische Fehler!
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Systematische Fehler

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Beispiel

R. Friihwirth

Wir messen zwei Spannungen U1, Uz mit dem gleichen Messgerit.
Durch fehlerhafte Kalibration misst das Gerat statt der wahren
Spannung U die Spannung Uy = aU + b+ €, mit

a=0.99,b = 0.05,0[c] = 0.03 V. Der Mittelwert U der beiden
Spannungen hat dann einen statistischen Fehler von 0.02 V. Der
systematische Fehler des Mittelwerts wird beschrieben durch

Um = aU + b, ist also der der Einzelmessung. Der systematische
Fehler der Differenz AU wird beschrieben durch AU, = aAU. Der
Nullpunktfehler ist verschwunden.

Systematische Fehler
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Unterabschnitt: Grenzverteilungssatze

Statistische Metoden
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R. Friihwirth

@ Rechnen mit Verteilungen

@ Grenzverteilungssitze
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R. Friihwirth

Grenzverteilungssatze

Zentraler Grenzwertsatz fiir identisch verteilte Folgen von
Zufallsvariablen

Sei (X;):en eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen, die die
gleiche Verteilung besitzen, mit endlicher Erwartung p und
endlicher Varianz ¢2. Definiert man S,, und U,, durch:

K A B =ES] 8, —mnw
5= 2K U= =

so ist U = lim,,_, ., U,, standardnormalverteilt.
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Grenzverteilungssatze

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Zentraler Grenzwertsatz fiir beliebig verteilte Folgen v
Zufallsvariablen

R. Friihwirth

Sei (X;)ien eine Folge von unabhidngigen Zufallsvariablen mit
beliebigen Verteilungen. 1; = E[X;] und o? = var[X,] seien
endlich fiir alle 7 € N. Definiert man fiir jedes n € N U; und Y,,
durch:

Vno

so ist Y = lim,,_, Y;, standardnormalverteilt.

Ui = M, Yo = iUi
¢ i=1

@ Der zentrale Grenzwertsatz erklart, warum die
Normalverteilung in der Natur eine so bedeutende Rolle
spielt, etwa bei der Verteilung der Impulskomponenten von

Gasmolekiilen, die das Ergebnis von zahlreichen St&Ben ist.
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Grenzverteilungssatze

Statistische Metoden

Ol @ Auch bei relativ kleinem n ist die Normalverteilung of eine
& Frihwirtn gute N&dherung fiir die Summe von Zufallsvariablen.

Beispiel (Binomialverteilung fiir groBes n)

Da eine gemaB Bi(n, p) verteilte Zufallsvariable als Summe von n
alternativverteilten Zufallsvariablen dargestellt werden kann, muss die
Binomialverteilung fiir n — oo gegen eine Normalverteilung streben.
Die Abbildung zeigt die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung
Bi(n, p) mit n = 200 und p = 0.1, sowie die Verteilungsfunktion der
Normalverteilung No(u, o?) mit g = np = 20 und

o® = np(1 —p) = 18.
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Grenzverteilungssatze

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth
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Grenzverteilungssatze

Statistische Metoden
der Datenanalyse

o Eriuih Beispiel (Poissonverteilung fiir groBes n)

Da eine gemaB Po(\) verteilte Zufallsvariable als Summe von A
P(1)-verteilten Zufallsvariablen dargestellt werden kann, muss die
Poissonverteilung fiir A — oo gegen eine Normalverteilung streben.
Die Abbildung zeigt die Verteilungsfunktion der Poissonverteilung
Po(A) mit A = 25, sowie die Verteilungsfunktion der Normalverteilung
No(u,0?) mit g = X =25 und 0% = X = 25.
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Grenzverteilungssatze

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth
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Schatzen von Parametern

istische Metodender Datenanalyse



Ubersicht Teil 4

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@® Stichprobenfunktionen

@ Punktschitzer

@ Intervallschatzer
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Abschnitt 13: Stichprobenfunktionen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Stichprobenfunktionen

@® Stichprobenfunktionen
o Grundbegriffe
@ Stichprobenmittel
@ Stichprobenvarianz
@ Stichprobenmedian
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Unterabschnitt: Grundbegriffe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

i @® Stichprobenfunktionen
o Grundbegriffe
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Grundbegriffe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

] Xl, .

R. Friihwirth

.., X, seien unabhingige Zufallsvariable, die alle die
gleiche Verteilung F' haben.

@ Sie bilden dann eine zufillige Stichprobe der Verteilung F'.

Grundbegriffe
@ Eine Zufallsvariable

Y =h(Xy1,...,Xn)

heiBt eine Stichprobenfunktion.

@ In vielen Fallen sind Momente oder die Verteilung von Y zu
bestimmen.
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Unterabschnitt: Stichprobenmittel

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@® Stichprobenfunktionen

Stichprobenmittel

@ Stichprobenmittel
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Stichprobenmittel

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A~ Definition (Stichprobenmittel)

Das Stichprobenmittel X der Stichprobe X7, ..., X,, ist

Stichprobenmittel definiert durch "
— 1
X==-3 X

i=1

Momente des Stichprobenmittels

Hat F das Mittel 4 und die Varianz o2, gilt:

Qo E[Y] =

Q var[X] = %

@ Ist F' eine Normalverteilung, so ist X normalverteilt.
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Stichprobenmittel

Statistische Metoden

der Datenanalyse
A~ Zentraler Grenzwertsatz

@ Hat F das Mittel ;1 und die Varianz o2, so konvergiert die
Verteilung von

Stichprobenmittel

_X-un
NG

gegen die Standardnormalverteilung.

@ Ist F' eine Normalverteilung, ist U fiir alle n
standardnormalverteilt.
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Unterabschnitt: Stichprobenvarianz

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@® Stichprobenfunktionen

Stichprobenvarianz

@ Stichprobenvarianz
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Stichprobenvarianz

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A~ Definition (Stichprobenvarianz)

Die Stichprobenvarianz S? der Stichprobe X7, ..., X, ist
definiert durch

Stichprobenvarianz 1

= — > (X -X)?
i=1

Erwartung der Stichprobenvarianz

Hat F' die Varianz o2, gilt:

E[S?] = o?
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R. Friihwirth

Stichprobenvarianz

Stichprobenvarianz

Ist F' eine Normalverteilung mit Mittel 1 und Varianz o2, so gilt:
@ (n—1)S?/0? ist x*-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.
@ X und S? sind unabhingig.
@ Die Varianz von S? ist gegeben durch

20%
n—1

var[S?] =
@ Die GroBe o
_ A
NG

ist t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.
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Unterabschnitt: Stichprobenmedian

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@® Stichprobenfunktionen

Stichprobenmedian

@ Stichprobenmedian
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Stichprobenmedian

Stichprobenmedian

Definition (Stichprobenmedian)

Der Stichprobenmedian X der Stichprobe X7, ..., X, ist
definiert durch

%= X((n+1)/2)5 n ungerade
% (X(n/2) + X(n/2+1)) , n gerade

4

Momente des Stichprobenmedians

Hat F' den Median m und die Dichte f, gilt:

Q lim E[X]=m

n—oo

Q nh_)rr;ovar[)z] = W,

@ X ist asymptotisch normalverteilt.

wenn f(m) >0
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Abschnitt 14: Punktschatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Punktschitzer
o Eigenschaften von Punktschatzern
@ Schitzung des Mittelwerts

@ Schitzung der Varianz

@ Schitzung des Medians

@ Maximum-Likelihood-Schatzer

Punktschatzer
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Unterabschnitt: Eigenschaften von Punktschatzern

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Punktschitzer
o Eigenschaften von Punktschatzern

Eigenschaften von
Punktschitzern
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Eigenschaften von Punktschatzern

Statistische Metoden

o PetameiElE: Ein Punktschatzer ist eine Stichprobenfunktion, die einen
& Frihwirtn moglichst genauen N3herungswert fiir einen unbekannten
Verteilungsparameter ¢ liefern soll:

T=yg(Xy,...,X,)

St e o Die Funktion g(z1,...,x,) wird die Schatzfunktion
Punktschitzern
genannt.

@ Die Konstruktion von sinnvollen Punktschatzern fiir einen
Parameter 1) ist Aufgabe der Schitztheorie.

o Fiir einen Parameter ¢ sind viele Punktschatzer maglich. Ein
»guter" Punktschatzer sollte jedoch gewisse Anforderungen
erfiillen.
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R. Friihwirth

Eigenschaften von
Punktschitzern

Eigenschaften von Punktschatzern

Definition (Erwartungstreue)

Ein Punktschatzer T fiir den Parameter ¢ heiBt erwartungstreu
oder unverzerrt, wenn fiir alle zuldssigen Werte von 9 gilt:

Ey[T] =9
T heiBt asymptotisch erwartungstreu, wenn gilt:

n—oo

@ Ist der unbekannte Parameter gleich 1, dann ist die
Erwartung des Punktschatzers gleich ).

@ Ein erwartungstreuer Punktschatzer hat zwar zufillige

Abweichungen vom wahren Wert ¢, aber keine

systematische Verzerrung.
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Eigenschaften von Punktschatzern

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R, Frihwirth Definition (MSE)

Die mittlere quadratische Abweichung (mean squared error,
MSE) eines Punktschatzers T' fiir den Parameter o ist definiert
durch:

MSE[T] = Ey[(T — 9)?]

Eigenschaften von
Punktschatzern

Definition (MSE-Konsistenz)

Ein Punktschatzer T fiir den Parameter 9 heift konsistent im
quadratischen Mittel (MSE-konsistent), wenn gilt:

lim MSE[T] =0

n—oo
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Eigenschaften von
Punktschatzern

Eigenschaften von Punktschatzern

Definition (MSE-Effizienz)

Ein Punktschatzer T, heiBt MSE-effizienter als der
Punktschatzer T5, wenn fiir alle zuldssigen ¥ gilt:

MSE[T}] < MSE[Z3]

Definition (Effizienz)

Ein erwartungstreuer Punktschatzer 1) heiBt effizienter als der
erwartungstreue Punktschatzer T5, wenn fiir alle zul3ssigen ¥ gilt:

var[T1] < var[T5]

Ein erwartungstreuer Punktschatzer 1" heiBt effizient, wenn seine
Varianz den kleinsten moglichen Wert annimmt.

<
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Eigenschaften von
Punktschatzern

Eigenschaften von Punktschatzern

Definition (Fisher-Information)

Es sei X1,...,X,, eine Stichprobe mit der gemeinsamen Dichte

g(x1,...,2,|9). Die Erwa

k|-

heiBt die Fisher-Information der Stichprobe.

rtung

P?Ing(Xy,..., X,|0)
09?2

Satz von Rao und Cramer

| \

Es sei X1,...,X,, eine Stichprobe mit der gemeinsamen Dichte
g(x1,...,2,|0). Die Varianz eines erwartungstreuen Schatzers T'
fiir den Parameter 9 ist nach unten beschrankt durch:

R. Friihwirth

var[T] > 1/Iy
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Eigenschaften von Punktschatzern

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Frihwirth BeiSpie|
Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der Exponentialverteilung

Ex(7). Die gemeinsame Dichte ist dann gleich

1 n
g(z1,. .., zn|T) = — eXP (—EmJT)

i=1

Eigenschaften von
Punktschatzern

Daraus folgt:

n
Ing(zi,...,zn|7) :—TLIIIT—ZQZZ'/T
=1
0? n o 2> T
Wlng(ml,...,xnlr) === %

.7Xn|7-)} =
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Eigenschaften von Punktschatzern

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R Beispiel (Fortsetzung)

Die Information ist also gleich

; . Fiir jeden erwartungstreuen Schatzer T" von 7 gilt folglich:
Eigenschaften von
Punktschitzern

S|,

var[T] >
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Unterabschnitt: Schatzung des Mittelwerts
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@ Punktschitzer

@ Schitzung des Mittelwerts

Schitzung des
Mittelwerts
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Schitzung des
Mittelwerts

Schatzung des Mittelwerts

© Essei Xy,..., X, eine Stichprobe aus der Veieilung F mit
Erwartung p. Dann ist das Stichprobenmittel X ein
erwartungstreuer Punktschatzer von p.

@ Hat F die endliche Varianz 02, so ist X MSE-konsistent.

Beispiel

Ist F die Normalverteilung No(u, o?), so ist X normalverteilt gemaB
No(u, a?/n). Da die Fisher-Information fiir u gleich I, = n/o® ist, ist
X effizient fiir .

Beispiel

Ist I die Exponentialverteilung Ex(7), so ist X Gamma-verteilt mit
Mittel 7 und Varianz 72 /n. Da die Fisher-Information fiir 7 gleich
I = TL/T2 ist, ist X effizient fiir 7.
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Schatzung des Mittelwerts

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Beispiel

Ist F' die Poissonverteilung Po()\), hat X Mittel A und Varianz A/n.
Da die Fisher-Information fiir A gleich I\ = n/X ist, ist X effizient fiir

R. Friihwirth

Beispiel

N

Schitzung des

Mittelwerts Ist ' die Alternativverteilung Al(p), hat X Mittel p und Varianz
p(1 — p)/n. Da die Fisher-Information fiir p gleich I, = n/[p(1 — p)]

ist, ist X effizient fiir p.
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@ Punktschitzer

@ Schitzung der Varianz

Schatzung der Varianz
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Schatzung der Varianz
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der Datenanalyse

© Essei Xi,..., X, eine Stichprobe aus der Verteilung F' mit
Erwartung p und Varianz 0. Dann ist die
Stichprobenvarianz S? ein erwartungstreuer Punktschitzer

von o2.

R. Friihwirth

@ Hat F' das endliche vierte zentrale Moment 4, so ist

Schitzung der Varianz —3)u2
& var(SQ) _ ﬂ _ (n ):u2
n n(n-—1)

@ In diesem Fall ist S2 MSE-konsistent.
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Schatzung der Varianz

Schatzung der Varianz

Beispiel

Ist F' die Normalverteilung No(u, 0?), so ist (n — 1)S?/0? x*-verteilt
mit n — 1 Freiheitsgraden. Die Varianz von S? ist dann gleich

20

n—1

var(8%) =

Die Fisher-Information fiir o ist gleich

n

r=_"
7 204

S? ist also ein asymptotisch effizienter Punktschatzer fiir 0.
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@ Punktschitzer

Schitzung des Medians ° Schéitzung des Medians
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Schitzung des Medians

Schatzung des Medians

o

Es sei X1,...,X,, eine Stichprobe aus der stetigen
Verteilung F' mit Median m und Dichte f. Dann ist der
Stichprobenmedian X ein asymptotisch erwartungstreuer
Punktschatzer von m.

Fiir symmetrisches F ist X erwartungstreu.

Der Stichprobenmedian X hat asymptotisch die Varianz

i 1
var(X) ~ W

Der Stichprobenmedian ist MSE-konsistent, sofern
f(m) > 0.

R. Friihwirth
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Schitzung des Medians

Schatzung des Medians

Beispiel
Es sei Xi,..., X, eine Stichprobe aus der Normalverteilung
No(u, o%). Die Varianz von X ist gleich

2

var(X) = 7
n

Die Varianz von X ist fiir groBes n gleich

~ 9 7o 2
var(X) = ZZ z1.57%

Sie ist also um mehr als 50 Prozent grdBer als die Varianz von X.
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Schitzung des Medians

Schatzung des Medians

Beispiel

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der t-Verteilung t(3). Die
Varianz von X ist gleich

- 3

X)=—

var(X) "

Die Varianz von X ist fiir groBes n gleich
5 1 1.8506 3
var(X) 4nf(0)2 n n

Sie ist also fast um 40 Prozent kleiner als die Varianz von X.
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@ Punktschitzer

Maximum-Likelihood-

Schitzer @ Maximum-Likelihood-Schatzer
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Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition (ML-Schatzer)
@ Essei Xj,...,X,, eine Stichprobe mit der gemeinsamen
Dichte g(1, ..., z,|?). Die Funktion
LW Xy,...,X,) =9(Xq,...,X,|0)

heiBt die Likelihoodfunktion der Stichprobe.

@ Der plausible oder Maximum-Likelihood-Schitzer ¥ ist
jener Wert von ¢, der die Likelihoodfunktion der Stichprobe
maximiert.

o Oft wird statt der Likelihoodfunktion ihr Logarithmus, die
Log-Likelihoodfunktion £(+}) = In L(¥}) maximiert.
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Statistische Metoden
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A~ Beispiel (ML-Schatzung eines Bernoulli-Parameters)

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der Alternativverteilung Al(p).
Die gemeinsame Dichte lautet:

n

g(x1,...,zn|p) = Hpmi(l _ p)l—mi _ pz i1 — p)n—z x;
=1

Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:

Maximum-Likelihood-

Schatzer g(p) = Z XZ lnp == <n - Z Xl) ln(l - p)
=1 =1

Ableiten nach p ergibt:

Wzlin—lp(n—ZXi>
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R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (Fortsetzung)

Nullsetzen der Ableitung und Aufldsen nach p ergibt:

S

Der ML-Schiatzer ist unverzerrt und effizient.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A~ Beispiel (ML-Schitzung eines Poisson-Parameters)

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der Poissonverteilung Po()).
Die gemeinsame Dichte lautet:

n Azie—k
g(xly"'vxn|)‘):H1 331'
Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:
Maximum-Likelihood- n
Schitzer €)= [Xi Ind— X — In(zs!)]

=1l

Ableiten nach X ergibt:

HA) 1~y
B\ _)\;X’ "
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (Fortsetzung)

Nullsetzen der Ableitung und Auflésen nach A ergibt:

%

Der ML-Schiatzer ist unverzerrt und effizient.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A~ Beispiel (ML-Schitzung einer mittleren Lebensdauer)

Es sei X1,...,X, eine Stichprobe aus der Exponentialverteilung
Ex(7). Die gemeinsame Dichte lautet:

n
(&
g(xh et ,llfn|7—) = H

Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:

Maximum-Likelihood- n 1 "

Schatzer e — =1l I )(Z
(7) ;[ nT— ; ]

Ableiten nach 7 ergibt:
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse

2 Flimt: Beispiel (Fortsetzung)

Nullsetzen der Ableitung und Auflésen nach 7 ergibt:

Sxx
i=1

Der ML-Schiatzer ist unverzerrt und effizient.

Maximum-Likelihood-
Schitzer
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A~ Beispiel (ML-Schitzung der Parameter einer Normalverteilung)

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der Normalverteilung
No(u,o?). Die gemeinsame Dichte lautet:
2 R 1 [ (i — ”)2}
T, ..oy Tn|,0°) = ex
g(z1 |1, 0®) 1;[1 T P |~ 5
Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:
I\/Icaj:fa_itn;grrn-Like\ihood» 2 n 1 2 (xz — /l)Q
i f(N,U)—;{—ln\/Qﬂ'—zan —T
Ableiten nach p und o ergibt:
M(p,0*) _ ~wi—p (o z": z; — p)*
on ~ o ’ o2 — 204
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (Fortsetzung)

Nullsetzen der Ableitungen und Auflésen nach p und o ergibt:

p=p > X=X
=

L2 1 = 3\ 2 n—1
=— X, — X)) = S
n K= X)T ==

1
-

k3

Der ML-Schatzer von p ist unverzerrt und effizient. Der ML-Schatzer

von o2 ist asymptotisch unverzerrt und asymptotisch effizient.

R. Friihwirth
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

@ Die normierte Likelihoodfunktion kann als a-posteriori
Verteilung des geschatzten Parameters interpretiert werden.

o Fiir groBes n kann man die Varianz der Likelihoodschatzung
¥ daher aus dem zweiten zentralen Moment der normierten
Likelihoodfunktion ablesen.

o Ist des geschatzte Parameter ¥} das Mittel einer
Normalverteilung, so ist diese Vorgangsweise fiir beliebiges n
exakt:

L(9) = Un\/lﬁl exp [—27;2 ((19 92+ % S (@i - 19)2)]

o Wird L(19) normiert, so entsteht die , Dichte" einer
Normalverteilung mit Mittel Y und Varianz "72 also gerade
die Varianz der Schitzung ¥ = %Z T;.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (Schitzung des Parameters a einer Gammaverteilung)

Die Stichprobe X7, ..., X,, besteht aus n = 200 Werten, die
unabhiangig aus einer I', 1-Verteilung gezogen werden:

a—1_—x;
T, e

f(@ila) = T

Der (unbekannte) wahre Wert von a ist aw, = 2. Die
Log-Likelihoodfunktion lautet

In L(al|x) Zln (zila) = a—l)Zlnxi—Zmi—nlnF(a)
= =i
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (Fortsetzung)

Numerische Maximierung von In L(a) gibt die Maximum
Likelihood-Schatzung a. Das Experiment wird N-mal wiederholt und
die Schitzungen der einzelnen Experimente (&), k =1,..., N)
werden histogrammiert. Der Vergleich der individuellen (normierten)
Likelihoodfunktion mit dem Histogramm (N = 500) zeigt gute
Ubereinstimmung der Standardabweichungen.

MATLAB: make ML_gamma
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

R. Friihwirth

Histogram: 6=0.08575
LF: 6=0.08502

Statistische Metodender Datenanalyse
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Der ML-Schétzer hat die folgende wichtige Eigenschaft:

R. Friihwirth

Existieren die ersten beiden Ableitungen von L(¥}), existiert die
Information I,(?9) fiir alle ¥ und ist E [(In L)'] = 0, so ist die
Likelihoodschatzung 0 asymptotisch normalverteilt mit Mittel
und Varianz 1/1,(¥). ¥ ist daher asymptotisch erwartungstreu
und asymptotisch effizient.

Maximum-Likelihood-
Schitzer

@ Daraus folgt sofort die ndchste Eigenschaft:

Der Likelihoodschitzer 4 ist (unter den selben Voraussetzungen)
konsistent.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schatzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (ML-Schitzung des Lageparameters einer

Cauchyverteilung)

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der Cauchyverteilung t(1) mit
Lageparameter p. Die gemeinsame Dichte lautet:

n 1
g(@1, ..., xn|p) :gm

Die Log-Likelihoodfunktion ist daher:

L(p)=—nlnm — Z In[1 + (z; — p)?]

=1

Das Maximum /i von £(u) muss numerisch gefunden werden.

MATLAB: make ML_cauchy
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (Fortsetzung)

Man kann zeigen, dass die Fisherinformation der Stichprobe gleich

I,==
D)

ist. Fiir groBe Stichproben muss daher die Varianz des ML-Schétzers [

ungefihr gleich 2/n sein.

Der Stichprobenmedian Z ist ebenfalls ein konsistenter Schatzer fiir p.
Seine Varianz ist asymptotisch gleich 72 /(4n) ~ 2.47/n. Sie ist also

um etwa 23 Prozent groBer als die Varianz des ML-Schétzers.

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse

336/584



Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistische Metoden
e (ECCIEnE e @ Simulation von 10000 Stichproben der GréBe n = 100:

R. Friihwirth

1400 1500

11=0.9998 1=1.001
1200

6=0.1588 6=0.1435

1000

1000
800
600

500
Maximum-Likelihood- 400

Schitzer

200

0 0

0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

Stichprobenmedian ML-Schétzer

o Die Korrelation zwischen & und fi ist etwa 90%.
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistische Metoden

o PetameiElE: @ Die Standardabweichung des ML-Schatzers kann wieder
& Frihwirtn naherungsweise aus der normierten Likelihoodfunktion einer
Stichprobe abgelesen werden:

Log-Likelihoodfunktion Normierte Likelihoodfunktion
0 35 T

6=0.1314

|

|

|

|

|

|

|

|

Maximum-Likelihood- |
Schitzer |
|

|

|

|

|

|

|

|

1

338/584

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schitzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (ML-S

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus der Gleichverteilung Un(0, b)
mit Obergrenze b. Die gemeinsame Dichte lautet:

nze einer Gleichverteilung)

Znlb) = —,0 < x1q,...,

bn
Der groBte Wert der Likelihoodfunktion ist daher bei

g(z1,. .., Ty < b

i): axX,-

Da ein Randmaximum vorliegt, gelten die tiblichen asymptotischen
Eigenschaften nicht.

R. Friihwirth
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Maximum-Likelihood-
Schatzer

Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel (Fortsetzung)

Die Dichte von b = max X; lautet:
1

nxn—l

bn

fz) =
Daraus kénnen Erwartung und Varianz berechnet werden:

b%n

== e

- n
Ejb] = ——

b=
Der Schatzer ist asymptotisch erwartungstreu, die Varianz geht aber
wie 1/n? gegen Null! Der Schitzer ist auch nicht asymptotisch

normalverteilt.

MATLAB: make ML _uniform

R. Friihwirth
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Maximum-Likelihood-Schatzer

Statistische Metoden

e v @ Simulation von 10000 Stichproben (b = 1) der GroBe n = 25
R. Friihwirth bZW_ n = 100

n=25 n=100
2500 7000
u=0.9617 6000 1=0.9902

2000 6=0.03632 6=0.009755
5000
1500 4000
g/laf_\mum-L\kehhood- 1000 3000

chatzer
2000
500
1000
0 0
0.8 1 1.2 0.8 1 1.2

ML-Schétzer ML-Schatzer
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Abschnitt 15: Intervallschatzer

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Intervallschitzer
Grundbegriffe
Allgemeine Konstruktion nach Neyman
Binomialverteilung

Poissonverteilung
Exponentialverteilung
Normalverteilung

Mittelwert einer beliebigen Verteilung

Intervallschatzer
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Unterabschnitt: Grundbegriffe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Intervallschitzer
@ Grundbegriffe

Grundbegriffe
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Grundbegriffe

Statistische Metoden

der ReirerElles @ Neben dem Schatzwert selbst ist auch seine Streuung um
& Frilhwirth den wahren Wert von Interesse.
@ Wir wollen aus einer Stichprobe ein Intervall bestimmen, das
den wahren Wert mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
enthalt.

Definition (Konfidenzintervall)

Es sei X1,...,X,, eine Stichprobe aus der Verteilung F' mit dem
unbekannten Parameter . Ein Intervall mit den Grenzen

Gl = gl(X17 500 ;Xn) und GQ = gg(Xl, 000 ,Xn) heiBt ein
Konfidenzintervall mit Sicherheit 1 — «, wenn gilt:

Grundbegriffe

W(G1 < G2) =1
W(GL<I<G2)>1—a

Ein solches Intervall wird kurz als (1 — «)-Konfidenzintervall
bezeichnet.
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Grundbegriffe

Statistische Metoden

<la BEEETElEe Zu jedem Wert der Sicherheit 1 — « gibt es viele
R Frihwirth verschiedene Konfidenzintervalle.

Ist F' stetig, gibt es unendlich viele Konfidenzintervalle mit
Sicherheit 1 — a.

Ist F' diskret, ist die Sicherheit in der Regel groBer als 1 — a.

Ein symmetrisches Konfidenzintervall liegt vor, wenn gilt:
W <Gp) =W > Gs)
o Ein einseitiges Konfidenzintervall liegt vor, wenn gilt:

Grundbegriffe

WH<Gy)>1-a oder WG <) >1-a
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Allgemeine Konstruktion
nach Neyman

Unterabschnitt: Allgemeine

@ Intervallschitzer

@ Allgemeine Konstruktion nach Neyman

R. Friihwirth

Statistische Metodender Datenanalyse

Konstruktion nach Neyman
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Allgemeine Konstruktion nach Neyman

Statistische Metoden
der Datenanalyse ° ES sei Y — h(Xl
g

R. Friihwirth

, X,,) eine Stichprobenfunktion. Die
Verteilung G von Y héngt dann ebenfalls vom unbekannten
Parameter 9 ab.

o Fiir jeden Wert von 1} bestimmen wir ein Prognoseintervall
[y1 (), y2(¥)] vom Niveau 1 — a:

W) <Y <) 21-a

@ Ist die Beobachtung gleich Y = g, so ist das
Konfidenzintervall [G1(Y"), G2(Y')] gegeben durch:

Gl = n%jn{myl(l?) <yo < y2(V)}

Allgemeine Konstruktion
nach Neyman

G2 = mﬂax{ﬂlyl(ﬁ) <o < y2(V)}

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Allgemeine Konstruktion nach Neyman

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Beispiel

R. Friihwirth

Es sei X1,..., X, eine Stichprobe aus No(0,5?) mit unbekannter
Varianz ¢. Dann ist (n — 1)S%/a? x*-verteilt mit n — 1
Freiheitsgraden. Fiir Varianz ¢ und Y = S? ist daher

2N 2.2

o = o —a/2,n—

W Xa/2,n1SSQS X1—a/2,n—1 — 11—«
n—1 n—1

Der Ausdruck in der Klammer kann umgeformt werden zu:

(n—1)82 - 2 (n—1)82
2 = = 3
Allgemeine Konstruktion Xi-a/2,n-1 Xa/2,mn-1
nacl eyman
Daraus folgt
—1)5? —1)82
G- =D o (o1
Xa/2,n—1
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Allgemeine Konstruktion nach Neyman

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Allgemeine Konstruktion
nach Neyman

10

Blau: Prognoseintervall fiir 02 = 3; rot: Konfidenzintervall fiir S* = 5
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Unterabschnitt: Binomialverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Intervallschitzer

@ Binomialverteilung

Binomialverteilung

R. Friihwirth

che Metodender Datenanalyse
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Binomialverteilung

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Es sei k eine Beobachtung aus der Binomialverteilung
= P Bi(n,p). Wir suchen ein Konfidenzintervall fiir p.

o Je nach Konstruktion des Prognoseintervalls y1(p), y2(p)
ergeben sich verschiedene Konfidenzintervalle.

Intervall nach Clopper und Pearson

o y1(p), y2(p) sind die Quantile der Binomialverteilung
Bi(n,p):

k
= W (k: <
y1(p) = max ;:o (k;n,p) < /2

= 1 M <
y2(p) mkln; W(k;n,p) < a/2

Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Fiir die praktische Berechnung des Konfidenzintervalls
R Fridhwirth konnen die Quantile der Betaverteilung beniitzt werden:

Gi(k) = maX(Ba/Q,k,n—k+1a 0)
Ga(k) = min(Bi_q /2 k+1,n—k> 1)

@ Dieses Intervall ist konservativ in dem Sinn, dass die
Sicherheit praktisch immer gréBer als 1 — « ist.

Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Statistische Metoden

der Dat I . . .

€ TRREnanehEe Approximation durch Normalverteilung
R. Frithwirth

o Fiir geniigend groBes n ist p = k/n annihernd
normalverteilt gemaB No(p, p(1 — p)/n).

o Das Standardscore R
7 p—p
a[p]

ist dann anndhernd standardnormalverteilt.

o Aus
W(_Zlfa/2 <z< Zlfa/Q) =l-a

folgt

Binomialverteilung
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilung

Binomialverteilung

@ Da p nicht bekannt ist, muss o[p] ndherungsweise bestimmt
werden.

o Bootstrap-Verfahren: p wird durch p angendhert.

o Robustes Verfahren: p wird so gewihlt, dass o[p] maximal
ist, also p = 0.5.

Korrektur gemaB Agresti-Coull

@ Das Intervall nach dem Bootstrap-Verfahren kann eine
kleinere Sicherheit als 1 — o haben. Eine Verbesserung wird
durch die Definition

k+2
n+4

ﬁ:

erzielt.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilung

Binomialverteilung

Beispiel

Angabe: Bei einer Umfrage unter n = 400 Personen geben k£ = 157
Personen an, Produkt X zu kennen. Wir suchen ein
95%-Konfidenzintervalle fiir den Bekanntheitsgrad p.
Clopper-Pearson:

G1(k) = Bo.o25,157,244 = 0.3443

G2 (k) = Bo.ovs, 158,243 = 0.4423
Approximation durch Normalverteilung:
Es gilt p = 0.3925 und 29.975 = 1.96. Mit dem Bootstrap-Verfahren

ergibt sich o[p] = 0.0244. Die Grenzen des Konfidenzintervalls sind
daher

G1 =0.3925 — 1.96 - 0.0244 = 0.3446
G2 =0.3925 4 1.96 - 0.0244 = 0.4404
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilung

Binomialverteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Mit dem robusten Verfahren ergibt sich o[p] = 0.025 und die Grenzen

G1 =0.3925 — 1.96 - 0.025 = 0.3435
G2 =0.3925 4+ 1.96 - 0.025 = 0.4415

Das robuste Intervall ist nur unwesentlich |anger als das
Bootstrap-Intervall.

Mit der Korrektur von Agresti-Coull ergibt sich p = 0.3936. Die
Grenzen des Konfidenzintervalls sind dann

G1 =0.3936 — 1.96 - 0.0244 = 0.3457
G2 =0.3936 + 1.96 - 0.0244 = 0.4414

MATLAB: make_KI_binomial
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilung

Sicherheit der Konfidenzintervalle
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Unterabschnitt: Poissonverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Intervallschitzer

@ Poissonverteilung

Poissonverteilung
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Poissonverteilung

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Es sei k eine Beobachtung aus der Poissonverteilung Po()).
R (it Wir suchen ein Konfidenzintervall fiir A.

@ Je nach Konstruktion des Prognoseintervalls [y1 (), y2(A)]
ergeben sich verschiedene Konfidenzintervalle.

Symmetrisches Intervall

@ y1(A\),y2(A) sind die Quantile der Poissonverteilung Po(\):

k
= . <
y1(p) mgxz;w(k,/\) <a/2
= 1 . <
Poissonverteilung Y2 (p) mkln ; W(k, )\) < a/2
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Poissonverteilung

Statistische Metoden

<la BEEETElEe o Fiir die praktische Berechnung des Konfidenzintervalls
R Fridhwirth konnen die Quantile der Gammaverteilung beniitzt werden:

Gi1(k) =Tq/2,k1
Ga(k) =T1_a/2k+1.1

@ Dieses Intervall ist konservativ in dem Sinn, dass die
Sicherheit praktisch immer gréBer als 1 — « ist.

o Liegen n Beobachtungen ki,...,k, vor, soist k = > k;
Poissonverteilt mit Mittel nA. Das symmetrische
Konfidenzintervall fiir A ist daher:

G]-(k) = FOé/2,k,1/n
GZ(k) = Fl—a/Q,k—i—l,l/n

Poissonverteilung
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Poissonverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth Sicherheit des symmetrischen Konfidenzintervalls
T T T T T T T

Poissonverteilung
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Poissonverteilung

Statistische Metoden

der Dat I . .

€ TRREnanehEe Linksseitiges Intervall
R. Frithwirth

@ Eine Beobachtung k:

= = 1 . <
() =0, 1) mkln;W(k,A)_a

@ Praktische Berechnung:
Gl(k> =0, GZ(k) = Flfa,kJrl,l
@ n Beobachtungen kq,..., k,:

Poissonverteilung Gl(k) =0, G2 (k) = Fl—a,k-‘rl,l/n
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Poissonverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth Sicherheit des linksseitigen Konfidenzintervalls
T T T T T T

Poissonverteilung
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Unterabschnitt: Exponentialverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Intervallschitzer

@ Exponentialverteilung

Exponentialverteilung
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Exponentialverteilung

Exponentialverteilung

Symmetrisches Intervall fiir den Mittelwert

@ Essei Xy,...,X, eine Stichprobe aus der
Exponentialverteilung Ex(7).

o Das Stichprobenmittel X = L > | X; hat die folgende
Dichte:

@ X ist also Gamma-verteilt gemiB Ga(n, 7/n). Fiir jedes 7
gilt:

w (70(/2,71,7’/77, < X < 7170{/2,71,7’/77,) =l-«

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse 365/584



Exponentialverteilung

Statistische Metoden

der Datenanalyse ° Daraus folgt
R. Friihwirth

X
w <7a/2,n,1/n < 7 < 7104/2,n,1/n> =l-a
und
X X
N SR ST
TM—-a/2,n,1/n Ya/2,n,1/n
o Damit gilt:
— X
Gi(X) = ——
Yi—a/2,n,1/n
Exponentialverteilung _ Y
Ga(X) = ———
Ya/2,m,1/n
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Exponentialverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Linksseitiges Intervall fiir den Mittelwert

R. Friihwirth

o Fiir jedes 7 gilt:
w (’Ya,n,'r/n < Y) =1l-«

o Daraus folgt

X
w (’Ya,n,l/n < 7_) =l-«

X
W<O§T§> =1l—-«a
Ya,n,1/n

Rechtsseitiges Intervall fiir den Mittelwert

X
w < < 'r) =1—-«
T—a,n,1/n

Exponentialverteilung
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@ Intervallschitzer

@ Normalverteilung

Normalverteilung
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Normalverteilung

Normalverteilung

fidenzintervall fiir den Mittelwert

@ Essei Xi,..., X, eine Stichprobe aus der Normalverteilung
No(u, 0?).
@ X ist normalverteilt gemiB No(u, 0% /n).
o Ist o2 bekannt, ist das Standardscore
X —p
Z =
o/v/n

standardnormalverteilt.

o Aus
W(—21—a2 £ Z < 21_02) =1 -«

folgt

W(X = 21a/20/Vn < p < X + 21420/ Vn) =1-a
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Normalverteilung

Normalverteilung

@ Ist o2 unbekannt, wird o2 durch die Stichprobenvarianz
geschatzt, und das Standardscore

X —p
S/v/n

ist t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

T =

@ Aus

Wt~}

/2 ngt?:i/z) =l-a

folgt

W(X =77, ,8/Vn<p <X +117) ,5/Vn)=1-a
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Normalverteilung

Normalverteilung

Beispiel

Eine Stichprobe vom Umfang n = 50 aus der
Standardnormalverteilung hat das Stichprobenmittel X = 0.0540 und
die Stichprobenvarianz S? = 1.0987. Wird die Varianz als bekannt

vorausgesetzt, lautet das symmetrische 95%-Konfidenzintervall fiir p:

G1 =0.0540 — 1.96/v/50 = —0.2232
G2 =0.0540 + 1.96/v/50 = 0.3312

Wird die Varianz als unbekannt angenommen, lautet das symmetrische
95%-Konfidenzintervall fiir p:

G1 =0.0540 — 2.01 - 1.0482/v/50 = —0.2439
G2 =0.0540 + 2.01 - 1.0482/+/50 = 0.3519

MATLAB: make_KI_normal
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fidenzintervall fiir die
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@ Essei Xj,...,X, eine Stichprobe aus der Normalverteilung
No(u, 0?).

o (n—1)8%/0? ist x2-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden.

o Aus

(n—1)52

2
B Xla/2,n1) =l-a

w (Xi/z,n1 <

folgt

-1 2 -1 2
%% (;17)5 < o2 < (727)5 =1—-q«
X1—a/2,n-1 Xa/2,n—1

Normalverteilung
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Eine Stichprobe vom Umfang n = 50 aus der Normalverteilung
No(0,4) hat die Stichprobenvarianz 5% = 4.3949. Das symmetrische
95%-Konfidenzintervall fiir o2 lautet:

G1 =49 - 4.3949/70.2224 = 3.0667

Ga =49 - 4.3949/31.5549 = 6.8246
Werden die Quantile der x2-Verteilung x> (n — 1) durch die Quantile
der Normalverteilung No(n — 1,2(n — 1)) ersetzt, laute das
Konfidenzintervall:

G1 =49 - 4.3949/68.4027 = 3.1483
G2 =49 - 4.3949/29.5973 = 7.2760

Normalverteilung

MATLAB: make KI_normal_varianz.m
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fidenzintervall fiir die Differenz von zwei Mittelwerten
R. Friihwirth

@ Esseien Xq,...,X,, und Y7,...,Y,, zwei unabhiangige
Stichproben aus den Normalverteilungen No(pi,, 02) bzw.
No(py, ‘712;)-

@ Wir suchen ein Konfidenzintervall fiir y, — . Die Differenz
D = X —Y ist normalverteilt gemaB No(p; — piy,02), mit
oh =o0z/n+oa;/m.

@ Sind die Varianzen bekannt, ist das Standardscore von D
standardnormalverteilt.

e Aus

D — (e — p1y)

w <_Z1a/2 <
oD

Normalverteilung

folgt
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Normalverteilung

Normalverteilung

w (D — 21—a/20D < g — Hy < D+217Q/20'D) =1—-«

@ Sind die Varianzen unbekannt und gleich, ist

(n—1)S2+ (m—1)S?

S? =
n+m—2

x2-verteilt mit m + n — 2 Freiheitsgraden.

@ Das Standardscore

D — (e — py)
Sp

mit Sp = S\/1/n+ 1/m ist daher t-verteilt mit n +m — 2

Freiheitsgraden.

T =
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Normalverteilung

Normalverteilung

@ Aus

W (=ti—a/onim—2 <T < ti—a/onim-2) =1 —«

folgt
w (D - tl—a/2,n+m—QSD < Mz — My <D+ tl—a/Q,n+m—25D> =1l-a

Beispiel

Eine Stichprobe aus No(2,4) vom Umfang n = 50 hat
Stichprobenmittel X = 2.1080 und Stichprobenvarianz S2 = 4.3949;
eine zweite Stichprobe aus No(1,4) vom Umfang m = 25 hat
Stichprobenmittel X = 1.6692 und Stichprobenvarianz S2 = 5.2220.
Werden die Varianzen als bekannt vorausgesetzt, lautet das
95%=Konfidenzintervall fiir gz — py:

G1 =0.4388 — 1.96 - 0.4899 = —0.5213
G2 =0.4388 + 1.96 - 0.4899 = 1.3990
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R Beispiel (Fortsetzung)

Werden die Varianzen als unbekannt angenommen, ist S? = 4.6668
und Sp = 0.5292. Das 95%=Konfidenzintervall fiir pe — u, lautet
dann:

Gy =0.4388 — 1.993 - 0.5292 = —0.6158
G2 =0.4388 + 1.993 - 0.5292 = 1.4935

MATLAB: make _KI_normal _difference.m

Normalverteilung
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@ Intervallschitzer

@ Mittelwert einer beliebigen Verteilung

Mittelwert einer
beliebigen Verteilung
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Mittelwert einer beliebigen Verteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse o Essei X

.

R. Frithwirth

., X, eine Stichprobe aus der Verteilung F' mit
Mittel 1 und Varianz o2,

o Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes ist das
Standardscore Z des Stichprobenmittels:

_ X
SNG

fiir groBe Stichproben anndhernd normalverteilt.

@ Es gilt also naherungsweise:

W(X — z1_a28/Vn < p < X + 21_425/Vn) & 1 -«

Mittelwert einer
beliebigen Verteilung
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Mittelwert einer
beliebigen Verteilung

Mittelwert einer beliebigen Verteilung

Beispiel

Fiir exponentialverteilte Stichproben vom Umfang n gibt die folgende
Tabelle die Sicherheit des 95%-Konfidenzintervalls in Ndherung durch
Normalverteilung, geschatzt aus N = 20000 Stichproben:

n 25 50 100 200 400
1—a 09112 0.9289 0.9408 0.9473 0.9476

MATLAB: make KI_exponential
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Testen von Hypothesen
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Ubersicht Teil 5
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@ Einleitung

@ Parametrische Tests

@ Anpassungstests
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Abschnitt 16
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Einleitung

@ Einleitung

: Einleitung

R. Friihwirth
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Einleitung

Statistische Metoden

s Brycnelise Wir beobachten eine Stichprobe X1, ..
R. Friihwirth Verteilung F.

., X, aus einer

it o Ein Test soll feststellen, ob die Beobachtungen mit einer
gewissen Annahme liber F' vertraglich sind.

@ Die Annahme wird als Nullhypothese H, bezeichnet.

@ Ist die Form von I bis auf einen oder mehrere Parameter
spezifiziert, heiBt der Test parametrisch.

@ Ist die Form von F' nicht spezifiziert, heiBt der Test
nichtparametrisch oder parameterfrei.

@ Der Test entscheidet, ob die Stichprobe mit der Hypothese
vereinbar ist, nicht ob die Hypothese richtig ist!
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Einleitung

Einleitung

Allgemeine Vorgangsweise

Aus der Stichprobe wird eine TestgroBe (Teststatistik) 7'
berechnet.

Der Wertebereich von T wird, in Abhangigkeit von Hy, in
einen Ablehnungsbereich (kritischen Bereich) C' und einen
Annahmebereich C’ unterteilt.

Der Annahmebereich ist meist ein Prognoseintervall fiir T'.

Fallt der Wert von T' in den Ablehnungsbereich, wird H
verworfen.

Andernfalls wird Hy vorlaufig beibehalten.

Das ist jedoch keine Bestatigung von Hy. Es heiBt lediglich,
dass die Daten mit der Hypothese vereinbar sind.

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Einleitung
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€ TRREnanehEe Einseitige und zweiseitige Tests
R. Frithwirth

Birterier o Ist der Annahmebereich das symmetrische Prognoseintervall
fir T', wird der Test zweiseitig genannt. Der kritische
Bereich zerfallt dann in zwei Teilintervalle.

@ Ist der Annahmebereich ein Intervall der Form T' < ¢ oder
T > ¢, wird der Test einseitig genannt. Der kritische
Bereich ist dann ein Intervall der Form T" > ¢ bzw. T' < c.

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Einleitung

Einleitung

@ Der Test kann alternativ auch unter Beniitung des p-Werts
P(T) durchgefiihrt werden.

@ Der p-Wert gibt an, wie wahrscheinlich es ist, unter
Annahme der Nullhypothese mindestens den Wert T' bzw.
hochstens den Wert T zu beobachten.

o Zweiseitiger Test: Ist Fy(z) die Verteilungsfunktion von T'
unter der Nullhypothese, so ist der p-Wert gleich

P(T) = 2min(Fy(T),1 — Fy(T))

o Einseitiger Test: Ist Fy(z) die Verteilungsfunktion von T
unter der Nullhypothese, so ist der p-Wert gleich

P(T) = Fy(T) bzw. p = 1 — Fy(T)

Die Nullhypothese wird verworfen, wenn P(T) < .

R. Friihwirth
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Einleitung

Einleitung

Signifikanz und Giite

@ Bei jedem Testverfahren sind zwei Arten von Fehlern
moglich.
© Fehler 1. Art: Die Hypothese H, wird abgelehnt,
obwohl sie zutrifft.
@ Fehler 2. Art: Die Hypothese Hy wird beibehalten,
obwohl sie nicht zutrifft.

@ Die Verteilung von T unter Annahme von Hy wird
bestimmt.

@ Der Ablehnungsbereich wird so festgelegt, dass die
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art maximal gleich
einem Wert « ist.

@ « heiBt das Signifikanzniveau des Tests. Gangige Werte
sind o = 0.05,0.01, 0.005.

R. Friihwirth
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Einleitung

Statistische Metoden

der ReirerElles Ist der Ablehnungsbereich festgelegt, kann fiir eine
. Frilhwireh Gegenhypothese Hy die Wahrscheinlichkeit 3(H;) eines
Einleitung Fehlers 2. Art berechnet werden.

1 — B(H;) heiBt die Giite des Tests fiir H;.

Die Giite sollte nie kleiner als « sein.

Ist die Giite nie kleiner als «, heit der Test unverzerrt.

Ein Ziel der Testtheorie ist es, unverzerrte Tests mit
maximaler Giite (UMPU) zu konstruieren.
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Parametrische Tests

@ Parametrische Tests
@ Grundlagen

@ Tests fiir binomialverteilte Beobachtungen
@ Tests fiir Poissonverteilte Beobachtungen
@ Tests fiir normalverteilte Beobachtungen
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Grundlagen

@ Parametrische Tests
@ Grundlagen
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<la BEEETElEe Wir betrachten eine Stichprobe X7, ..

R. Friihwirth

., X, aus einer
Verteilung F', die bis auf einen oder mehrere Parameter
spezifiziert ist.

o @ Tests von Hypothesen iiber F' heiBen parametrisch.
rundlagen

@ Eine Nullhypothese Hy kann als eine Teilmenge des
Parameterraums © aufgefasst werden.

@ Der Test entscheidet, ob die Stichprobe mit der Hypothese
vereinbar ist.

@ Vor der Anwendung ist zu kldren, ob die angenommene
parametrische Form plausibel ist.
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Grundlagen

Grundlagen

@ Zunichst wird die Teststatistik 7" und das Signifikanzniveau
o gewahlt.

@ Dann wird der kritische Bereich C' so festgelegt, dass
W(T eC|Ye Hy) <a

@ Zu einer Nullhypothese Hy kann eine Gegenhypothese H;
formuliert werden.

@ H; kann ebenfalls als Teilmenge des Parameterraums ©
aufgefasst werden.

@ Ist das Signifikanzniveau « festgelegt, kann fiir jedes ¥ € H;
die Giite berechnet werden:

1— () =W(T € C|9 € Hy)

e 1 — 3(9) heiBt die Giitefunktion des Tests.
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Grundlagen

Grundlagen

Beispiel mit Exponentialverteilung

@ Xi,...,X, ist eine exponentialverteilte Stichprobe aus
Ex(7).
@ Die Hypothese Hy : 7 = 79 soll anhand der Stichprobe

getestet werden.

Als Teststatistik T" wahlen wir das Stichprobenmittel:
T=X.

@ Unter Annahme von Hj hat T die folgende Dichte:

10 = e (~7m)

T ist also verteilt gemaB Ga(n,9/n).
Das symmetrische Prognoseintervall [y (7o), y2(70)] fiir T’
zum Niveau 1 — « erhilt man mit:

Y1 (TO) = Ya/2,n,70 /0> yZ(TO) = M—a/2,n,70/n
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Grundlagen

Grundlagen

Der Verwerfungsbereich mit Signifikanzniveau « ist daher
die Menge

C = [0,y1(70)] U [y2(70), 0]

Hy wird also abgelehnt, wenn T" “weit entfernt” vom
hypothetischen Wert 7 ist.

Die Giitefunktion fiir einen Wert 7 ergibt sich durch:
1—6(r) =W(T' € C) = G(y1(70)) + 1 — G(y2(70))

wo G die Verteilungsfunktion der Ga(n, 7/n)-Verteilung ist.

@ Der Test ist nicht unverzerrt, da z.B. fiir 7 = 1 und n = 25

1 —3(0.986) = 0.0495 < «

MATLAB: make_test_exponential mean.m
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& e Dichte des Stichprobenmittels (1:0:1) und kritische Bereiche
ruhwirth

Grundlagen

R. Friihwirth istische Metodender Datenanalyse 396/584



Grundlagen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Gutefunktion (10:1)

R. Friihwirth

Grundlagen
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Tests fiir

binomialverteilte @ Parametrische Tests

Beobachtungen

@ Tests fiir binomialverteilte Beobachtungen
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

Zweiseitiger Test fiir den Parameter p
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@ k ist eine Beobachtung aus der Binomialverteilung Bi(n, p).
@ Die Hypothese Hy : p = pg soll anhand der Beobachtung
et on gegen die Alternativhypothese H; : p # pg getestet werden.
By erieie @ Hj wird abgelehnt, wenn k unter Annahme von Hj nicht im
symmetrischen Prognoseintervall [y1(po), y2(po)] liegt, also
»zu klein” oder ,,zu groB" ist.
@ Das ist der Fall, wenn entweder

E
n . .
> <i)p6(1 —po)"" = B(poik,n—k +1) < /2
i=0
oder
Z <7Z>p6(1 —po)" =B —po;n —k,k+ 1)< a/2
i=k

gilt.
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@ Die Hypothese Hy : p < pg soll anhand der Beobachtung &
gegen die Alternativhypothese H; : p > pg getestet werden.

Tests fiir

e o Hj wird abgelehnt, wenn k ,,zu groB" ist und damit der
Beobachtungen .
p-Wert zu klein:

n

P(k)=3" <?>p3(1 —po)" = Bpoik,n—k+1) <«

i=k

@ Die Hypothese Hy : p > pg wird abgelehnt, wenn k ,,zu
klein” ist und damit auch der p-Wert zu klein:

k

P(k)=>" (?)pé(l —po)" T =B(l—pon—kk+1) <«

=0
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Tests fiir
binomialverteilte
Beobachtungen

Tests fiir binomialverteilte Beobachtungen

Beispiel

Ein Hersteller behauptet, dass nicht mehr als 2 Prozent eines gewissen
Bauteils fehlerhaft sind. In einer Stichprobe vom Umfang 300 sind 9
Stiick defekt. Kann die Behauptung des Herstellers widerlegt werden?

Es gilt:
300
P(k) =Y (3?()) 0.02'0.98°"* = 0.1507
=9

Die Behauptung des Herstellers lasst sich also auf einem
Signifikanzniveau von 5 Prozent nicht widerlegen.

MATLAB: make_test_binomial.m
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Tests fiir
binomialverteilte
Beobachtungen

Tests fiir binomialverteilte Beobachtungen

ormalverteilung

@ Ist n geniigend groB, kann die Verteilung von k durch eine
Normalverteilung No(np,np(1 — p)) angen3hert werden.

Hy wird abgelehnt, wenn das Standardscore
~ k—npo
np(1 — po)

nicht in einem Prognoseintervall vom Niveau 1 — o der
Standardnormalverteilung liegt.

Zweiseitiger Test: Hy wird abgelehnt wenn

Z < zqpp oder Z > 2140

Einseitiger Test: Hy wird abgelehnt wenn
7 < zg bzw. Z > z1_¢4

R. Friihwirth
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Mit der Angabe des letzten Beispiels ergibt die Ndherung:

Z =1.2372 < z9.95 = 1.6449

Tests fiir
binomialverteilte

Beobachtungen Die Hypothese kann also nicht abgelehnt werden.

MATLAB: make_test_binomial.m
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@ Parametrische Tests

Tests fiir Poissonverteilte
Beobachtungen

@ Tests fiir Poissonverteilte Beobachtungen
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e Xi,...,X, ist eine Poissonverteilte Stichprobe aus Po(\).

@ Die Hypothese Hy : A = Aq soll anhand der Stichprobe
gegen die Alternativhypothese Hy : A # )\ getestet werden.

Tests fiir Poissonverteilte @ Als Teststatistik 7" wiahlen wir die Stichprobensumme:

Beobachtungen
n

T= E X;
i=1

o T ist Poissonverteilt gemaB Po(n)\).

o Hj wird abgelehnt, wenn T ,,zu klein" oder ,,zu groB" ist
also wenn

T
A nio —nXo
Zm(ﬂi@<a/20der 27<a/2

k!
k=0
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@ Die Hypothese Hy : A < \g wird abgelehnt, wenn T, zu
groB" ist und damit der p-Wert zu klein:

> k ,—nX\o
Tests fiir Poissonverteilte P(T) — E M < o

Beobachtungen k!
k=T

@ Die Hypothese Hy : A > A\g wird abgelehnt, wenn T, zu
klein” ist und damit auch der p-Wert zu klein:

n>\0

T
Z n)\o <«

k

(=)
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Tests fiir Poissonverteilte
Beobachtungen

Tests fiir Poissonverteilte Beobachtungen

Beispiel

Ein Hersteller strebt an, dass in einer Fabrik téglich im Mittel nicht
mehr als 25 defekte Bauteile hergestellt werden. Eine Stichprobe von 5
Tagen ergibt 28,34,32,38 und 22 defekte Bauteile. Hat der Hersteller
sein Ziel erreicht?

Es gilt:
o0 k 7125
T = 154, P(T) = Z 125 = 0.0067

Die Hypothese lasst sich also auf einem Signifikanzniveau von 1
Prozent widerlegen.

MATLAB: make_test_poisson mean.m
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o Ist n geniigend groB, kann die Verteilung von T" durch eine
Normalverteilung No(nX,nA) angenihert werden.
o Hy wird abgelehnt, wenn das Standardscore

"Ia'estg fﬂ'r Poissonverteilte Z — T — n)\o
eobachtungen
: vV ’17)\0
nicht in einem Prognoseintervall vom Niveau 1 — « der
Standardnormalverteilung liegt.

Beispiel
Mit der Angabe des letzten Beispiels ergibt die Naherung:

Z = 2.5938 > 20.99 = 2.3263

Die Hypothese kann also auf einem Signifikanzniveau von 1 Prozent
abgelehnt werden.
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Unterabschnitt: Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
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@ Parametrische Tests

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

@ Tests fiir normalverteilte Beobachtungen
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Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Erwartungswert bei bekannter Varianz

@ Xi,...,X, ist eine normalverteilte Stichprobe aus
No(p, 02) mit bekanntem o2.

@ Die Hypothese Hy : = pg soll anhand der Stichprobe
gegen die Alternativhypothese H : j1 # o getestet werden.

@ Als Teststatistik 7" wahlen wir das Standardscore des
Stichprobenmittels:

T — V(X — o)

o Unter Annahme von Hj ist T verteilt gemdB No(0, 1).

e H, wird abgelehnt, wenn T nicht in einem Prognoseintervall
vom Niveau 1 — « der Standardnormalverteilung liegt.

R. Friihwirth
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Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden o om0
der Datenanalyse Zweiseitiger Test

R. Friihwirth

@ Die Hypothese Hy wird abgelehnt, wenn

X —
|T| = M > Z1_qa)2

o Die Giitefunktion fiir einen Wert p ergibt sich durch:

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

1=B8(p) =W(T € C) =G(zq2) + 1 — G(2(1-a)/2)

wo G die Verteilungsfunktion der No(v/n(u — po)/o,1)-
Verteilung ist.

@ Der Test ist unverzerrt.

@ MATLAB: make_test_normal _mean.m
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Frihwirtk Gutefunktion des zweiseitigen Tests {1,=1)
riuhwirth

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen
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Einseitiger Test

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Die Hypothese Hy : p < pg soll mit der Teststatistik T’
gegen die Alternativhypothese Hy : pu > o getestet werden.

o Hy wird abgelehnt, wenn T ,,zu groB" ist.
@ Ein Verwerfungsbereich mit Signifikanzniveau « ist die
Tests fiir normalverteilte Menge

Beobachtungen

C = [z1—4,0[
@ Die Hypothese Hj wird also abgelehnt, wenn

_ V(X — o)

g

> 21—«
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Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
i Drseieivelyse o Die Giitefunktion fiir einen Wert p > pg ergibt sich durch:

R. Friihwirth

1-6(r)=W({TeC)=1-G(z1-a)

wo G die Verteilungsfunktion der No(v/n(u — o) /o, 1)-
Verteilung ist.

@ Analog verlauft der Test mit Hy : > po und Hy @ g < po.

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

@ MATLAB: make_test_normal _mean.m
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Statistische Metoden
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R. Frihwirtk Gutefunktion des einseitigen Tests [1,=1)
riuhwirth

—— T

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen
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Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Erwartungswert bei unbekannter Varianz: t-Test

@ Xi,...,X, ist eine normalverteilte Stichprobe aus
No(p, 02) mit unbekanntem o2.

@ Die Hypothese Hy : = pg soll anhand der Stichprobe
gegen die Alternativhypothese H : j1 # o getestet werden.

o Als Teststatistik 7" wahlen wir das Standardscore des
Stichprobenmittels, unter Beniitzung der Stichprobenvarianz

S2:
V(X — po)
S
e Unter Annahme von H ist T verteilt gemaB t(n — 1).

T =
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Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

@ Hj wird abgelehnt, wenn T nicht in einem Prognoseintervall
vom Niveau 1 — « der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden

liegt.
@ Ein Verwerfungsbereich mit Signifikanzniveau « ist die
Menge
C =] =00, 071U t7 7, 90 o0

wo 7~ das Quantil der t-Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden zum Niveau p ist.

@ Die Hypothese Hj wird also abgelehnt, wenn
Vi | X — ol

T = ———— >t "0
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Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse o Die Giitefunktion fiir einen Wert p ergibt sich durch:
R. Friihwirth

1- ,6(7') = W(T € C) = G(Za/g) +1-— G(Z(l—a)/Q)

wo G die Verteilungsfunktion der nichtzentralen
t(n — 1,0)-Verteilung mit

Tests fiir normalverteilte 6= \/ﬁ(,u - Mo)/O'

Beobachtungen
Ist.

@ Der Test ist unverzerrt.

@ MATLAB: make_test_normal_mean.m
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Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Frihwirtk Gutefunktion des zweiseitigen t-Tests (1,=1)
riuhwirth

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen
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Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Gleichheit von zwei Erwartungswerten

@ Xi,...,X, und Y7,...,Y,, sind zwei unabhingige
normalverteilte Stichprobe aus No(p,, %) bzw. No(py, 07).

@ Die Hypothese Hy : ji; = py soll anhand der Stichproben
gegen die Alternativhypothese H : i, # 1, getestet
werden.

o Sind die Varianzen bekannt, wahlen wir als Teststatistik T'
die Differenz der Stichprobenmittel:

T=X-Y

@ Unter Annahme von Hj ist T verteilt gemaB
No(0,02/n + oz /m).
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Statistische Metoden
e Betimieee @ Das Standardscore
R. Frithwirth

T

\/o2/n+a2/m

ist dann standardnormalverteilt.

7 =

o Die Hypothese H\ wird also abgelehnt, wenn

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

|Z| > Zl—a/2

oder L
X Y]

> Z1-0/2
\/o2/n+ai/m
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Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

@ Sind die Varianzen unbekannt und gleich, kann die
Varianz aus der kombinierten (,, gepoolten*) Stichprobe
geschatzt werden:

(n—1)S7 4 (m —1)52

5?2 =
n+m—2

@ Unter Annahme von Hj ist
X-Y
VS%2(1/n+1/m)

t-verteilt mit n + m — 2 Freiheitsgraden.
@ Die Hypothese Hj wird also abgelehnt, wenn

7| > 342

wo t?fc’?/f das Quantil der t-Verteilung mit n +m — 2

Freiheitsgraden ist.
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Statistische Metoden
der Dat I - .
RS t-Test fiir gepaarte Stichproben
R. Frithwirth

o Gepaarte Stichproben (X1,Y7),...,(X,,Y,) entstehen,
wenn fiir jedes beobachtete Objekt die selbe GroBe zweimal
gemessen wird, vor und nach einer bestimmten Intervention.

@ Die Wirkung der Intervention wird durch die Differenzen
Tests fiir normalverteilte W; =Y, — X;,2=1,...,n beschrieben.

Beobachtungen

@ Wir nehmen an, dass Wy, ..., W, normalverteilt mit Mittel
fw und unbekannter Varianz o2, ist.

o Die Hypothese Hy : t,y = 0 (keine Wirkung der
Intervention) soll anhand der Stichprobe gegen die
Alternativhypothese H; : ., # 0 getestet werden.

Dies erfolgt mit dem t-Test fiir einzelne Stichproben.
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Test der Varia
R. Friihwirth

@ Xi,...,X, ist eine normalverteilte Stichprobe mit
unbekanntem Erwartungswert p und unbekannter Varianz
2
o°.

e Die Hypothese Hy : 02 = o soll anhand der Stichprobe
gegen die Alternativhypothese Hy : 02 # 03 getestet
werden.

@ Als Teststatistik 7" wahlen wir:
(n—1)82

2
)

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

T =

@ Unter Annahme von Hj ist T y2-verteilt mit n — 1
Freiheitsgraden.

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Die Hypothese Hj wird also abgelehnt, wenn
R. Frithwirth

2 2
T< Xa/2,n—1 oder T > Xi—a/2,n—1

wo Xf,’k das Quantil der x?-Verteilung mit k Freiheitsgraden
zum Niveau p ist.

o Die Giitefunktion fiir einen Wert o2 ergibt sich durch:

1= B(0%) = G(a5/0%  Xay2) + 1= G(05/0%  X{1_a)2)

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

wo G die Verteilungsfunktion der x?(n — 1)-
Verteilung ist.

@ Der Test ist nicht unverzerrt.

MATLAB: make_test_normal_variance.m
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Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

Gtefunktion des zweiseitigen Tests bg=l)
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Tests fiir normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse . . . B
enansy Gleichheit von zwei Varianzen
R. Friihwirth
@ Xy,...,X, und Yy,...,Y,, sind zwei unabhingige
: : 2 2
normalverteilte Stichprobe aus No(u., o3) bzw. No(gy, o).

o Die Hypothese Hy : 02 = o soll anhand der Stichproben
gegen die Alternativhypothese H, : 0} # o getestet
werden.

@ Die Teststatistik 7" ist das Verhiltnis der
Stichprobenvarianzen:

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

S2
T="=:2
5y

@ Unter Annahme von Hy ist T' F-verteilt gemaB
F(n—1,m—1).
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Statistische Metoden
der ReirerElles Die Hypothese Hy wird also abgelehnt, wenn
R. Frithwirth

T<Fa/2 oder T > Fl—a/2

wo F), das Quantil der F-Verteilung mit n — 1 bzw. m — 1
Freiheitsgraden zum Niveau p ist.

o Ist o7 = ko2, ergibt sich die Giitefunktion fiir einen Wert &
Tests fiir normalverteilte .
Beobachtungen erg|bt dUI’ChZ

1— (1) = G(o/o* - Fopo)+1— G(o2/o*- Fa_a)/2)

wo G die Verteilungsfunktion der F(n —1,m — 1)-
Verteilung ist.

@ Der Test ist unverzerrt.

MATLAB: make_test_normal_variance.m
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Gutefunktion des zweiseitigen Tests bxzoy)

R. Friihwirth

Tests fiir normalverteilte
Beobachtungen

1-B(k)

‘ ‘
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
In k:ln(cj/ci)
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Anpassungstests @ An paSSU ngSteSts
@ Der Chiquadrat-Test

@ Der Kolmogorov-Smirnov-Test
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Anpassungstests

Statistische Metoden

<la BEEETElEe @ Ein Test, der die Hypothese iiberpriift, ob die Daten einer
& Frihwirtn gewissen Verteilung entstammen kénnen, heiBt ein
Anpassungstest.
@ Die Verteilung kann vollig oder bis auf unbekannte
Parameter bestimmt sein.

@ Ein Anpassungstest kann einem parametrischen Test
vorausgehen, um dessen Anwendbarkeit zu iiberpriifen.

Anpassungstests
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@ Anpassungstests
B @ifrdtei Tt @ Der Chiquadrat-Test

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Der Chiquadrat-Test

Der Chiquadrat-Test

Der Chiquadrat-Test fiir diskrete Beobachtungen

@ Die Stichprobe X7, ..., X, entstammt einer diskreten
Verteilung mit Wertebereich {1,...,k}.

o Wir testen die Hypothese Hy, dass die Dichte f die Werte
f()=pj,i=1,...,k hat:

H()W(XZ :j) :pjvj: 1,,]{3
gegen
H, : W(X; =j) # pj,fiirein j
@ Es sei Y; die Zahl der Beobachtungen, die gleich j sind.

@ Unter der Nullhypothese ist Y7, ..., Y; multinomial verteilt
gemaB Mu(n, p1,...,px) und E[Y;] = np;.

R. Friihwirth
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Der Chiquadrat-Test

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Die TestgroBe vergleicht die beobachteten Haufigkeiten Y
R. Frithwirth mit ihren Erwartungswerten:

k
T=%" (Y; — np;)?
=1 "

@ Die Nullhypothese wird verworfen, wenn T' groB ist.

@ Der kritische Bereich kann nach dem folgenden Ergebnis
Der Chiquadrat-Test beSt|mmt Wel’den.

Unter Annahme der Nullhypothese ist die Zufallsvariable T'
asymptotisch, d.h. fiir n — oo, x2-verteilt mit k — 1
Freiheitsgraden.
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Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Soll der Test Signifikanzniveau « haben, wird H abgelehnt,
R. Friihwirth wenn

2
T>X1—ak1

WO X7_, 1 das Quantil der x*-Verteilung mit k — 1

Freiheitsgraden zum Niveau 1 — « ist.

@ Der Grund dafiir, dass T" nur k — 1 Freiheitsgrade hat, ist
der lineare Zusammenhang zwischen den Y:

Der Chiquadrat-Test k

o Als Faustregel gilt: n sollte so groB sein, dass

np; >95,7=1,...,k.
@ Ist das nicht erfiillt, sollte der Ablehnungsbereich durch
Simulation bestimmt werden.
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Der Chiquadrat-Test

Der Chiquadrat-Test

Beispiel

Wir testen anhand einer Stichprobe vom Umfang 50, ob ein Wiirfel
symmetrisch ist, d.h. ob die Augenzahl X folgende Verteilung hat:

W(X:l):...:W(X:G):é

Eine Simulation von N = 100000 Stichproben ergibt:

T =5.000, S% =09.789

Das 0.95-Quantil der x2-Verteilung mit fiinf Freiheitsgraden ist
X(2).95,5 =11.07, und

W(T > 11.07) = 0.048

MATLAB: make_chi2test_wuerfel.m
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Der Chiquadrat-Test

Der Chiquadrat-Test

Test fiir stetige Beobachtungen

@ Die Stichprobe X1, ..
Verteilung F'.

o Wir testen die Hypothese Hy : F'(z) = Fo(x).

@ Dazu wird der Wertebereich von X in k& Gruppen
G1,...,Gy eingeteilt.

., X, entstammt einer stetigen

o Es sei Y; die Zahl der Beobachtungen in Gruppe Gj.

@ Unter der Nullhypothese ist Y7, ..., Y; multinomial verteilt
gemaB Mu(n, p1,...,px) und E[Y;] = np;, mit

pj = W(X S Gj|H0)

Der Test verlauft weiter wie im diskreten Fall.

R. Friihwirth
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Der Chiquadrat-Test

Der Chiquadrat-Test

Unbekannte Parameter

@ Die Nullhypothese muss nicht vollstdndig spezifiziert sein.
Wir betrachten den Fall, dass die p; noch von unbekannten
Parametern 9 abhangen:

W(X € G;) =p;(9)

@ Die Statistik 7" ist nun eine Funktion der unbekannten
Parameter:

@ Zunichst werden die Parameter geschatzt, durch
ML-Schatzung oder Minimierung von T":

Y = arg mﬂin T(9)

R. Friihwirth
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Statistische Metoden

s Brycnelise @ Der kritische Bereich kann nach dem folgenden Ergebnis
R. Friihwirth bestimmt werden.

Werden m Parameter aus der Stichprobe geschitzt, so ist 7'(1)
asymptotisch y2-verteilt mit & — 1 — m Freiheitsgraden.

@ Soll der Test Signifikanzniveau « haben, wird Hy abgelehnt,
Der Chiquadrat-Test wenn

2
T Z Xl—a,k—l—m

wo Xi_,x das Quantil der x*-Verteilung mit k — 1 —m
Freiheitsgraden zum Niveau 1 — « ist.
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Der Chiquadrat-Test

Der Chiquadrat-Test

Angabe: Die Zahl der Arbeitsunfélle wurde in einem groBen Betrieb
tiber 30 Wochen erhoben. Es ergaben sich folgende Werte:

X ={8,0,0,1,3,4,0,2,12,5,1,8,0, 2,0,
1,9,3,4,5,3,3,4,7,4,0,1,2,1,2}

Es soll die Hypothese iiberpriift werden, dass die Beobachtungen
Poisson-verteilt gem&B Po(\) sind.

Losung: Die Beobachtungen werden in fiinf Gruppen eingeteilt:

Gruppe 1 2 3 4 5
X 0 1 23 45 >5

Die Haufigkeiten der Gruppen sind:

Y1=6,Y2=5Y3=8,Y,=6,Y5 =5
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Der Chiquadrat-Test

Der Chiquadrat-Test

Beispiel (Fortsetzung)

Der Schatzwert fiir A ist das Stichprobenmittel:

A = 3.1667

Die Erwartungswerte der Y; unter Annahme von Hy = Po()) sind:

j 1 % 3 4 5
E[vi] 1.2643 4.0037 13.0304 8.6522 3.0493

Die TestgroBe T ist gleich
T =21.99

Das 99%-Quantil der x*-Verteilung mit drei Freiheitsgraden ist gleich
X%‘ggﬁ = 11.35. Die Hypothese, dass die Beobachtungen
Poisson-verteilt sind, ist also abzulehnen.

Statistische Metodender Datenanalyse
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@ Anpassungstests

Der Kolmogorov-

Smirnov-Test @ Der Kolmogorov-Smirnov-Test
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Statistische Metoden
der Datenanalyse . q
Eine Stichprobe
R. Friihwirth

@ Die Stichprobe X1, ..., X, ist aus der stetigen Verteilung
mit Verteilungsfunktion F'.

o Wir testen die Hypothese Hy : F'(z) = Fo(x).

@ Die TestgroBe D, ist die maximale absolute Abweichung der
empirischen Verteilungsfunktion F,,(z) der Stichprobe von
der hypothetischen Verteilungsfunktion Fy(x):

D,, = max |F,(z) — Fy(x)]
xr

Der Kolmogorov-

e o Fiir Stichproben aus Fj ist die Verteilung von D,
unabhangig von Fjy!

o Fiir Stichproben aus Fj strebt die Verteilungsfunktion von
/nD fiir n — oo gegen:

K(r)=1-2) (~1)klem2"
k=1
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Der Kolmogorov-Smirnov-Test

Statistische Metoden

der Datenanalyse Aus der asymptotischen Verteilungsfunktion kénnen
R. Friihwirth Quantile K;_, berechnet werden.

Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn
\/ﬁDn > Kl—a

@ Werden vor dem Test Parameter von F{y geschatzt, sind die
Quantile nicht mehr giiltig.

In diesem Fall muss der Ablehnungsbereich durch Simulation
Peiclicests ermittelt werden.

MATLAB: Funktion kstest
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RS Zwei Stichproben
R. Frithwirth

@ Wir testen, ob zwei Stichproben vom Umfang n bzw. m aus
der gleichen Verteilung F' stammen.

o Die TestgroBe ist die maximale absolute Differenz der
empirischen Verteilungsfunktionen:

Dym = max |F,, (z) — Fy,(x)]
x

Der Kolmogorov-

Srmimov. Test @ Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn

nm
n+m

Dn,m > Kl—oz

@ MATLAB: Funktion kstest2
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Regression und lineare Modelle
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Ubersicht Teil 6
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@ Einleitung

@ Einfache Regression

@ Mehrfache Regression

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Abschnitt 19: Einleitung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Einleitung

@ Einleitung
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Einleitung

Statistische Metoden

der ReirerElles Regressionsanalyse untersucht die Abhangigkeit der
& Frilhwirth Beobachtungen von diversen Variablen.

Bt o Einflussvariable (unabhingige Variable) = (21,...,z;,).
o Ergebnisvariable (abhédngige Variable) Y.

@ Regressionsmodell:

Y =f(B,z)+e¢

mit Regressionskoeffizienten 3 und Fehlerterm ¢.

@ Ziel ist die Schatzung von 3 anhand von Beobachtungen
Yi,..., Y,

@ Eine Einflussvariable: einfache Regression;

Mehrere Einflussvariable: mehrfache (multiple) Regression.
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Einfache Regression

@ Einfache Regression
@ Lineare Regression
@ Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle
@ Robuste Regression
@ Polynomiale Regression
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Lineare Regression

@ Einfache Regression
@ Lineare Regression
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Lineare Regression

Lineare Regression

@ Das einfachste Regressionsmodell ist eine Gerade:

Y =a+pz+e, Elg]=0, varfe] = o?

@ Es seien nun Y7,...,Y,, die Ergebnisse fiir die Werte
T1,...,T, der Einflussvariablen x.

@ Die Schatzung von o und § kann nach dem Prinzip der
kleinsten Fehlerquadrate erfolgen.

o Die folgende Zielfunktion wird minimiert:

sszzn]

@ Gradient von SS:

Y; — a — fz;)?

@:_QZ ) @=—2qu a— fr;)

R. Friihwirth

Statistische Metodender Datenanalyse



Lineare Regression

Statistische Metoden

der ReirerElles @ Nullsetzen des Gradienten gibt die Normalgleichungen:

R. Friihwirth
n n
g Yi=na+p E T
im1 i—1
n n n
2
E JSiYiZCYE xi+ﬂ§ x;
im1 i=1 i=1

Lineare Regression

o Die geschatzten Regressionskoeffizienten lauten:
n — n
/3) _ DY =Ty, Y
Yo a? — nz?

a=Y — Bz

e Es gilt E[¢] = « und E[f] = 0.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Lineare Regression

@ Die Varianz des Fehlerterms wird erwartungstreu geschatzt

Lineare Regression

durch:

mit . . .
ri=Yi—Yi, Yi=a+phn

o Kovarianzmatrix der geschitzten Regressionkoeffizienten:

ZSE? . > Ti
n (Y x? — nz?) n (Y x? — nz?)

n (Y22 —nz?) S a? — nz?

Covia, 3] = o*

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Lineare Regression

Statistische Metoden

der Datenanalyse
R. Friihwirth BeISpIe|

Datensatz 4:

T = 167.60 Tzy = 0.5562
Lineare Regression y — 7616 a = 0.3150
sz =8.348  b=23.37

@ MATLAB: make dataset4

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Lineare Re

Statistische Metoden

der Datenanalyse
R. Frithwirth Beispiel (FO tsetzun

Datensatz 4:

Datensatz 4
Lineare Regression T T

170 180
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Lineare Regression

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Die Streuung der Werte Y; hat im Regressionsmodell
5 (R unterschiedliche Ursachen.

o Einerseits gibt es systematische Unterschiede durch
unterschiedliche Werte von z.

Lineare Regression

@ Dazu kommt noch die zufillige Streuung der Daten.

n
Erklirbare Streuung SS* = Z(Y’ —-Y)? =ri,nsy
i=1
Reststreuung SSRr = Z(Y’ Y =(1- riy)nsgf
=1
Totale Streuung SSr = Z(yl ~Y)% =ns?,
=1
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Lineare Regression

Statistische Metoden
der Datenanalyse

- Streuungszerlegung

SSr =55+ 5SSk

Lineare Regression

o Die Giite der Regressionsgeraden kann durch das
BestimmtheitsmaB angegeben werden:

BestimmheitsmaB der Regression

@ Es gibt an, welcher Anteil an der Gesamtstreuung durch die
Korrelation von x und Y erklart werden kann.
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Unterabschnitt: Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Tests, Konfidenz- und

Prognoseintervalle @ Einfache Regression

@ Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle
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Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistische Metoden

<la BEEETElEe o Ist § =0, hdngt das Ergebnis iiberhaupt nicht von den
& Frilhwirth Einflussvariablen ab.

o Ein Test der Nullhypothese Hy : 3 =0 gegen Hy : 3 # 0
beruht auf dem folgenden Satz.

Ist € normalverteilt, so sind

Tests, Konfidenz- und
Prognoseintervalle

t-verteilt mit n — 2 Freiheitsgraden, wobei

%% 3

" n(T - na?)

o
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Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistische Metoden

der ReirerElles @ Die Nullhypothese Hy : 3 = 0 wird abgelehnt, wenn die
R. Friihwirth TeStgl’OBe
T_ g
95

Tests, Konfidenz- und . . . .
el relativ klein oder relativ groB ist, also wenn

|ﬁ| n—2

a./é > tlfa/Z

wo tZ*Q das Quantil der t-Verteilung mit n — 2
Freiheitsgraden zum Niveau p ist.

@ Ein analoger Test kann fiir die Nullhypothese Hy : . =0
durchgefiihrt werden.
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Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistische Metoden

e tche Metod Die symmetrischen Konfidenzintervalle mit 95% Sicherheit
R. Friihwirth lauten:

« A -2 Ay A -2
aia&'t?_a/za lgiaét?—a/Q

@ Fiir n > 30 kénnen die Quantile der t-Verteilung durch
Tests, Konfidenz- und . .
Prognoseintervalle Quantile der Standardnormalverteilung ersetzt werden.

@ Es soll nun das Ergebnis Yy = Y'(z) fiir einen bestimmten
Wert zy der Einflussvariablen = prognostiziert werden.

@ Der Erwartungswert von Yj ist
E[Yo} =& + B:L‘O

o Die Varianz von E[Yy] ergibt sich mittels
Fehlerfortpflanzung:

1 ({f — x0)2

_ 2
var[E[YOH =0 E + W
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Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistische Metoden

dar Dl @ Da Y um seinen Erwartungswert mit Varianz o2 streut,
R. Friihwirth erg|bt S|Ch

n+1 T — x0)>
n (Z — x)

ar[Yp] = o?
varlYo] = o n S a? — nz?

Tests, Konfidenz- und
Prognoseintervalle

@ Das symmetrische Prognoseintervall fiir Yy mit Sicherheit a
ist daher gleich:

5 n+1 (T — x0)?
1= "‘/2 n Zx — nx?

oz+,6’x0:|:t
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Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle

Statistische Metoden

e (ECCIEnE e Die Angemessenheit des Modells kann durch Untersuchung
Pt der studentisierten Residuen (Restfehler) iiberpriift werden.

@ Das Residuum 7 hat die Varianz

Tests, Konfidenz- und 2 1 (.’L‘k — .i‘)Q
Prognoseintervalle Var[rk] =0° |1 ——— =53
no Y x7—ng?

Das studentisierte Residuum ist dann

Tk

T, =
G./1 -1 — (wp—7)?
n > z2—nz?

i

Es hat Erwartung 0 und Varianz 1.

MATLAB: make regression_diagnostics
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fidenz- und Prognoseintervalle

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Tests, Konfidenz- und
Prognoseintervalle

10 15 20
X

Regressionsgerade und studentisierte Residuen
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fidenz- und Prognoseintervalle

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Tests, Konfidenz- und
Prognoseintervalle

10 15
X

Regressionsgerade und studentisierte Residuen
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Unterabschnitt: Robuste Regression

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Einfache Regression

Robuste Regression

@ Robuste Regression
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Robuste Regression

Statistische Metoden

s (PeCcnEnElis @ Als LS-Schéatzer ist die Regressionsgerade nicht robust, d.h.
R. Friihwirth empfindlich gegen AusreiBer.

o MATLAB: make _regression_outliers

Robuste Regression 150
L) 170 e Daa
O Outlier
140 160 | —— LSw/ooutlier
—— LSwith outlier
130 150
140
120
> 130
120
-
110 //
.
— ®
100 -
Q
90
80 o
40 45 50 55 60 40 50 60 70 80 20 100 110
X x

Lineare Regression mit Ausreifern
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Robuste Regression

Robuste Regression

LMS (Least Median of Squares): Anstatt der Summe der
Fehlerquadrate wird der Median der Fehlerquadrate
minimiert.

o “Exact fit property”: Die LMS-Gerade geht durch zwei
Datenpunkte.

@ Berechnung kombinatorisch.

@ LTS (Least Trimmed Squares): Es wird die Summe einer
festen Anzahl h < n von Fehlerquadraten minimiert.

@ Berechnung iterativ (FAST-LTS).
o Beide Methoden gehen auf P. Rousseeuw zuriick.

MATLAB: make_robust_regression
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Robuste Regression

Robuste Regression

® 170 e Daa
O Outlier
140 160 LSw/o outlier
—— LSwith outlier
—LMS
150
130 LTS (15%)
140
120
> 130
120
_—
110
L]
100
90
80 0
40 45 50 55 60 40 50 60 70 80 920 100 110

Robuste Regression mit AusreiBern
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Unterabschnitt: Polynomiale Regression

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Einfache Regression

Polynomiale Regression

@ Polynomiale Regression
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Polynomiale Regression

Statistische Metoden

<la BEEETElEe Ist der Zusammenhang zwischen x und Y nicht anndhernd
& Frihwirtn linear, kann man versuchen, ein Polynom anzupassen.

@ Das Modell lautet dann:

Y = Bo+Biz+ B’ + -+ B2+, E[e] =0, varfe] = o®

o Es seien wieder Y7,...,Y,, die Ergebnisse fiir die Werte
T1,...,T, der Einflussvariablen x.

Polynomiale Regression

@ In Matrix-Vektor-Schreibweise:

Y =XB+¢
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Polynomiale Regression

Statistische Metoden
Ol Die folgende Zielfunktion wird minimiert:
R. Frithwirth

S = (Y —X8)(Y — XB)

Gradient von S'S:

Polynomiale Regression @ = 72XT(Y - X,B)

B

Nullsetzen des Gradienten gibt die Normalgleichungen:

Xty = XTX3

Die Losung lautet:

B=(X"X) X"y
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Polynomiale Regression

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Die Varianz des Fehlerterms wird erwartungstreu geschatzt

R. Friihwirth durch
1 n
<2 2
o = —— rs
n—r—1 Z !
i=1
mit . . .
Polynomiale Regression r = Y — Y’ Y = Xﬂ
o Kovarianzmatrix der geschitzten Regressionkoeffizienten:
Cov[A] = o* (XTX) ~*

@ Kovarianzmatrix der Residuen 7:

Cov[@] = 0” [I- X (XTX) 'X"]
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Polynomiale Regression

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Polynomiale Regression

10 15 20
X

Regressionsparabel und studentisierte Residuen
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Abschnitt 21: Mehrfache Regression

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Mehrfache Regression

@ Mehrfache Regression
@ Das lineare Modell
@ Schitzung, Tests und Prognoseintervalle
@ Gewichtete Regression
@ Nichtlineare Regression
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Unterabschnitt: Das lineare Modell

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

B ez Dol @ Mehrfache Regression
@ Das lineare Modell
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Das lineare Modell

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Hangt das Ergebnis Y von mehreren Einflussvariablen ab,
& Frilhwirth lautet das einfachste lineare Regressionmodell:

Y = Bo+frx1+ 51+ -+ Brarte, Ele] =0, vare] = ?

o Es seien wieder Y7,...,Y,, die Ergebnisse fiir n Werte
Z1,..., T, der Einflussvariablen & = (x1,...,2,).

@ In Matrix-Vektor-Schreibweise:

Das lineare Modell

Y =X8+¢
mit
1 w1 112 - T1,
1 maq1 x02 -+ T2,
X =
1 Tn1l Tp2 - T,

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Unterabschnitt: Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Mehrfache Regression

Schitzung, Tests und
Prognoseintervalle

@ Schitzung, Tests und Prognoseintervalle
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Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistische Metoden
Ol Die folgende Zielfunktion wird minimiert:
R. Frithwirth

S = (Y —X8)(Y — XB)

Gradient von S'S:

R
o5 = XY -Xp)

Nullsetzen des Gradienten gibt die Normalgleichungen:

Schitzung, Tests und
Prognoseintervalle

Xty = XTX3

Die Losung lautet:

B=(X"X) X"y
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Schitzung, Tests und
Prognoseintervalle

Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

@ Die Varianz des Fehlerterms wird erwartungstreu geschatzt

durch:

1 -,

A2 2

S — ;7}
mit . . .
r=Y-Y, Y=Xg3

o Kovarianzmatrix der geschitzten Regressionkoeffizienten:

Cov[A] = o* (XTX) ~*

@ Kovarianzmatrix der Residuen 7:

Cov[@] = 0” [I- X (XTX) 'X"]
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Schitzung, Tests und
Prognoseintervalle

Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

o Ist O = 0, hingt das Ergebnis iiberhaupt nicht von den
Einflussvariablen x;, ab.

@ Ein Test der Nullhypothese Hy : B, = 0 gegen Hy : Bk # 0
beruht auf dem folgenden Satz.

Ist € normalverteilt, so ist

Br. — B
Op,

t-verteilt mit m — r — 1 Freiheitsgraden, wobei &2 das k-te
k

Diagonalelement der geschatzten Kovarianzmatrix

6% (X'X) !
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Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistische Metoden

der ReirerElles @ Die Nullhypothese Hy : B = 0 wird abgelehnt, wenn die
R. Frithwirth TeStgl’OBe

relativ klein oder relativ groB ist, also wenn

|/8k7| n—r—1

— > 1 3
Schitzung, Tests und 05 —a/
Prognoseintervalle ﬁk

wo tZ*Q das Quantil der t-Verteilung mit n — 2
Freiheitsgraden zum Niveau p ist.

o Das symmetrische Konfidenzintervall fiir 8, mit 95%
Sicherheit lautet:

~

Br 65, - t?:;;zl
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Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Es soll nun das Ergebnis Yy = Y () fiir einen bestimmten
R. Friihwirth Wert g = (201, ..., Zor) der Einflussvariablen
prognostiziert werden.

o Wir erweitern @y um den Wert 1: = = (1, 201, ..., Zor).

@ Der Erwartungswert von Y} ist dann

E[Yo] =z, -8

Schatzung, Tests und

Prognoseintervalle @ Die Varianz von E[Yp] ergibt sich mittels
Fehlerfortpflanzung:

var[E[Yp]] = o’z (XTX) lay "
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Schatzung, Tests und Prognoseintervalle

Statistische Metoden

der Datenanalyss @ Da Yy um seinen Erwartungswert mit Varianz o2 streut,
R it ergibt sich:
var[E[Yo]] — g2 [1 +x (XTX) *1m+T]

o Das symmetrische Prognoseintervall fiir Yy mit Sicherheit o
ist daher gleich:

Schiitzung, Tests und x, - /é + tl a/2 0-\/1 +x (XTX) g, T

Prognoseintervalle
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Unterabschnitt: Gewichtete Regression

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Mehrfache Regression

Gewichtete Regression

@ Gewichtete Regression
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Gewichtete Regression

Gewichtete Regression

Im allgemeinen Fall konnen die Fehlerterme eine beliebige
Kovarianzmatrix haben:

Y =XB3+¢e, Covge]=V

Ist V bekannt, lautet die Zielfunktion:
SS=(Y -X3)'G(Y -X3), G=V!

Gradient von SS:
0S8S
— = 2X'G(Y -X
5 (Y - XB)

Nullsetzen des Gradienten gibt die Normalgleichungen:

XT'GYy = XTGXxg

Die Losung lautet:

B = (XT6x) 'x"aYy
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Gewichtete Regression

Statistische Metoden
der Datenanalyse o Kovarianzmatrix der geschitzten Regressionkoeffizienten:
R. Frithwirth

Cov[3] = o* (XTGX) 7!
o Kovarianzmatrix der Residuen 7:
Cov[8] = o* [I - X (X"TGX) ~'X"]

@ Tests und Prognoseintervalle kdnnen entsprechend
modifizert werden.

Gewichtete Regression
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Unterabschnitt: Nichtlineare Regression

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Mehrfache Regression

Nichtlineare Regression

@ Nichtlineare Regression
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Nichtlineare Regression

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ In der Praxis ist die Abhangigkeit der Ergebnisse von den
& Frihwirtn Regressionskoeffizienten oft nichtlinear:

Y =h(8)+e, Covle]=V
@ Ist V bekannt, lautet die Zielfunktion:
SS=[Y —h(B)]'GlY —h(8)], G=V!

@ SS kann mit dem GauB-Newton-Verfahren minimiert
Nichtlineare Regression we rden X

@ Dazu wird h an einer Stelle By linearisiert:

h
h(B) ~ h(Bo) + H(3 - Bo) — c + HB, H= 1
o8 8

0
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Nichtlineare Regression

Statistische Metoden )
der Datenanalyse @ Die Schatzung von 3 lautet:
R. Frithwirth

B = (H"GH) "'H'G(Y —¢)

@ h wird neuerlich an der Stelle 8; = ,é linearisiert.

o Das Verfahren wird iteriert, bis die Schatzung sich nicht
mehr wesentlich dndert.

Viele andere Methoden zur Minimierung von SS verfiigbar.

Nichtlineare Regression
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Statistische Metoden
der Datenanalyse
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Einfiihrung in die Bayes-Statistik

istische Metodender Datenanalyse



Ubersicht Teil 7

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Einleitung
@ Grundbegriffe
@ Diskrete Modelle

@ Stetige Modelle
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Abschnitt 22

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Einleitung

@ Einleitung

: Einleitung

R. Friihwirth

Statistische Metodender Datenanalyse
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Einleitung

Statistische Metoden

<la BEEETElEe In der Bayes-Statistik werden Wahrscheinlichkeiten als
& Frilhwirth rationale Einschatzungen von Sachverhalten interpretiert.

Einleitung @ Neben den Beobachtungen werden auch unbekannte
Parameter von Verteilungen als Zufallsvariable betrachtet.

@ Die Vorinformation tiber die Parameter werden in einer
a-priori-Verteilung zusammengefasst.

@ Die Information in den Beobachtungen fiihrt durch
Anwendung des Bayes-Theorems zu einer verbesserten
Information liber die Parameter, die durch die
a-posteriori-Verteilung ausgedriickt wird.

@ Die a-posteriori Verteilung kann zum Schatzen von
Parametern, zur Berechnung von Vertrauensintervallen, zum
Testen, zur Prognose, zur Modellwahl etc. verwendet
werden.
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Einleitung

Statistische Metoden

der ReirerElles Durch die Wahl der a-priori-Verteilung wird eine subjektive
& Frilhwirth Komponente in die Datenanalyse eingefiihrt.

Einleitung @ Dies kann besonders bei sehr kleiner Anzahl der
Beobachtungen einen merkbaren Einfluss auf das Resultat
haben.

o Es gibt jedoch Verfahren zur Konstruktion von
a-priori-Dichten, die diesen Einfluss minimieren.

o Liegen viele Beobachtungen vor, wird der Einfluss der
a-priori-Verteilung vernachlassigbar.

o In diesem Fall liefert die Bayes-Analyse anndhernd die

gleichen Resultate wie klassische “frequentistische”
Verfahren.

@ In der a-posteriori-Verteilung ist jedoch mehr Information
enthalten als in klassischen Punkt- oder Intervallschatzern.
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Abschnitt 23: Grundbegriffe

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Grundbegriffe

@ Grundbegriffe
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Grundbegriffe

Grundbegriffe

Der Stichprobenraum ) ist die Menge aller moglichen
Stichproben y.

Der Parameterraum O ist die Menge aller moglichen Werte
des Parameters 9.

Die a-priori-Verteilung p() beschreibt unsere Einschitzung,
ob ein bestimmter Wert 1 die wahre Verteilung der
Beobachtungen beschreibt.

Die Likelihoodfunktion p(y|¥) beschreibt unsere
Einschatzung, dass die Stichprobe y beobachtet wird, wenn
¥ wahr ist.

Wird y beobachtet, kann unsere Einschitzung von 9
aktualisiert werden, indem die a-posteriori-Verteilung
berechnet wird:

p(y|9)p(¥9)

PO) = T y16)p(6) 0
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Grundbegriffe

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Die a-posteriori-Verteilung beschreibt unsere Einschatzung
& Frilhwirth von ¥ im Lichte der Beobachtungen y.

@ Kommen neue Beobachtungen dazu, kann die
a-posteriori-Verteilung als die neue a-priori-Verteilung
beniitzt werden.

Grundbegriffe

@ Kann das Integral im Nenner nicht analytisch gelost werden,
muss man zu Monte-Carlo-Methoden greifen.
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Abschnitt 24: Diskrete Modelle

Statistische Metoden
der Datenanalyse
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Diskrete Modelle

@ Diskrete Modelle
@ Binomialverteilte Beobachtungen
@ Poissonverteilte Beobachtungen
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Unterabschnitt: Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilte
Beobachtungen

@ Diskrete Modelle
@ Binomialverteilte Beobachtungen
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilte
Beobachtungen

Binomialverteilte Beobachtungen

Wir betrachten einen n mal wiederholten Alternativversuch
mit Erfolgswahrscheinlichkeit 9.

Die Anzahl Y der Erfolge ist dann binomialverteilt gemaB
Bi(n, ).

Wir wollen aus einer Beobachtung ¥ eine Einschatzung der
Erfolgswahrscheinlichkeit ¥ gewinnen.

@ Dazu brauchen wir eine a-priori-Verteilung von 9.

In Abwesenheit jeglicher Vorinformation iiber den
tatsachlichen Wert von ¢ kdnnen wir die Gleichverteilung
Un(0, 1) als a-priori-Verteilung wahlen:

p(¥) = I[O,l](ﬁ)
Die Likelihoodfunktion ist gleich

pyld) = (") PY(1—9)"Y
)
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Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Der Satz von Bayes liefert die a-posteriori-Dichte:
R. Frithwirth

p(Ily) oc 9 (1 = 9)" " 1T10,11(V)

@ Da die a-posteriori-Dichte proportional zur Dichte der
B lhomiahertelis Betaverteilung Beta(y + 1,n — y + 1) ist, muss sie mit
dieser identisch sein.

o Der Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung ist gleich

y+1
n+2

E[ly] =

@ Der Modus der a-posteriori-Verteilung ist gleich

Y
n

und damit der Maximum-Likelihood-Schitzer von 9.
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eilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse . L .
A-priori und a—posteriori-Dichte von 9 mit n=20

R. Friihwirth 25 ; | : . T T T ;
—y=0

20 —y=10{]

Binomialverteilte
Beobachtungen

15

p(dly)

10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
¥
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Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse Liegt Vorinformation iiber 1 vor, kann diese durch eine
& Frihwirtn geeignete a-priori-Dichte inkludiert werden.

@ Die mathematisch einfachste Behandlung ergibt sich, wenn
auch die a-priori-Verteilung eine Betaverteilung ist.

D ® Seialso
19(171 1-—9¢ b—1
p() = 00
B(a,b)
@ Dann ist die a-posteriori-Dichte gleich

p(Ily) oct? (1 —9)" "9t (1 — )"
:ﬁy+a—l(1 _ Qg)n—y—i-b—l

@ Die a-posteriori-Verteilung ist wieder eine Betaverteilung,
nimlich Beta(y + a,n —y + b).
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilte
Beobachtungen

Binomialverteilte Beobachtungen

Offenbar gibt eine a-priori Betaverteilung mit einer
Binomial-Likelihoodfunktion wieder eine a-posteriori
Betaverteilung.

Die Betaverteilung wird daher als konjugiert zur
Binomialverteilung bezeichnet.

@ Der Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung ist gleich

a+vy

E[¥|y] = ———
1y] a+b+n
@ Der Modus der a-posteriori-Verteilung ist gleich

at+y—1

g=—7 -
a+b+n—2

R. Friihwirth
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Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

e (ECCIEnE e @ Der Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung kann als
& Frihwirtn gewichtetes Mittel aus a-priori-Information und Daten
angeschrieben werden:

a+y a+b a n Y
Binomialverteilte E[19|y] = = -
S a+b+n a+b+na+db at+b+nn
a+b X a-priori-Erwartun
= -priori-Erwartu
at+b+n P &
+L x Mittel der Daten
a+b+n

@ a und b konnen als “a-priori-Daten” interpetiert werden:
a Anzahl der Erfolge a-priori

b Anzahl der Misserfolge a-priori

a+b Anzahl der Versuche a-priori
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Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse . o )
A-priori und a—posteriori-Dichte von 9 mit n=10, y=3

VAR

R. Friihwirth

.

WNEFP WN PP

Binomialverteilte
Beobachtungen




Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

A-priori und a—posteriori-Dichte von ¢ mit n=100, y=30
T , T T T T T
7

111
TcooToToOoT

)

[ L
WNRFP WN P
T T

NNNP PP

Binomialverteilte
Beobachtungen

[
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Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

it Peieil: Wir wollen nun Teilbereiche des Parameterraums ©
R Frihwirth konstruieren, die den wahren Wert von ¢ mit groBer
Sicherheit 1 — a enthalten.

@ Ein solcher Bereich wird ein Vertrauensbereich genannt. Er
ist meistens ein Intervall (Vertrauensintervall).

Binomialverteilte
Beobachtungen

@ Die einfachste Konstruktion eines Vertrauensintervalls
[%1(y), ¥2(y)] beniitzt die Quantile der
a-posteriori-Verteilung.

@ Das symmetrische Vertrauensintervall lautet:

V1(y) = Ao /2, Y1(y) = q1—a/2

wo ¢, das p-Quantil der a-posteriori-Verteilung p(d|y) ist.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilte
Beobachtungen

Binomialverteilte Beobachtungen

Beispiel

Es sei y = 4 die Anzahl der Erfolge in n = 20 unabhangigen
Alternativversuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit 9. Mit der
Gleichverteilung als a-priori-Verteilung ist die a-posteriori-Verteilung
von ¥ eine Beta(5, 17)-Verteilung. Das symmetrische
Vertrauensintervall mit 1 — a = 0.95 hat dann die Grenzen

Y1(y) = Bo.o25(5,17) = 0.08218,  92(y) = Bo.o75(5,17) = 0.4191

Der Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung ist gleich

E[9ly] = % — 0.2273

Der Modus der a-posteriori-Verteilung ist gleich

- 4
19—%—0.2
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eilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse o )
A-posteriori-Dichte von 9 mit n=20, y=4
T T T T T T T
— A-posteriori-Dichte
Vertrauensintervall

R. Friihwirth

Binomialverteilte
Beobachtungen




Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

oy DetmEnEliE Das symmetrische Vertrauensintervall enthilt Werte von ¢,
& Frilhwirth die geringere a-posteriori-Wahrscheinlichkeit haben als
manche Punkte auBerhalb des Intervalls.

@ Ein Bereich, in dem alle Werte von 9 hohere
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit haben als alle Werte
auBerhalb des Bereichs, heiBt ein
HighPosteriorDensity-Bereich, kurz HPD-Bereich.

@ Ist die a-posteriori-Dichte unimodal, ist der HPD-Bereich ein
HPD-Intervall.

@ In diesem Fall erhidlt man die Grenzen ¥, 15 des
HPD-Intervalls als Losung des Gleichungssystems:

p(W2ly) —p(Wily) =0
F(Y2ly) — F(W1ly) =1 -«

Binomialverteilte
Beobachtungen

Hier ist F'(¥|y) die a-posteriori-Verteilungsfunktion.

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilte
Beobachtungen

Binomialverteilte Beobachtungen

@ Das Gleichungssystem muss in der Regel numerisch gelost
werden.

Beispiel (Fortsetzung)
Das HPD-Intervall mit 1 — o = 0.95 hat die Grenzen

Y1(y) = 0.06921, ¥1(y) = 0.3995

Es ist mit einer Lange von 0.3303 kiirzer als das symmetrische
Vertrauensintervall, das eine Lange von 0.3369 hat.

MATLAB: make_posterior_binomial
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eilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse o )
A-posteriori-Dichte von 9 mit n=20, y=4
T

R. Friihwirth . . . .

T T
— A-posteriori-Dichte

Vertrauensintervall ||
——— HPD-Intervall

Binomialverteilte
Beobachtungen
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Binomialverteilte
Beobachtungen

Binomialverteilte Beobachtungen

Beispiel

Ein Alternativversuch wird n = 20 mal wiederholt und ergibt keinen
einzigen Erfolg (k = 0). Was kann man iiber die
Erfolgswahrscheinlichkeit 1 aussagen?

@ Mit der a-priori-Dichte p(?) = 1 ist die a-posteriori-Verteilung
Beta(1,21). Der Modus ist gleich 0, der Erwartungswert ist gleich
0.0455. Das HPD-Intervall mit 1 — a = 0.95 ist gleich [0, 0.1329].

@ |Ist bekannt, dass ¥ eher klein ist, kann z.B. Beta(1, 5) als
a-priori-Verteilung gewahlt werden. Die a-posteriori-Verteilung ist
dann Beta(1,25). Der Modus ist gleich 0, der Erwartungswert
gleich 0.0385, und das HPD-Intervall gleich [0,0.1129].
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Binomialverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R Beispiel (Fortsetzung)

@ Der Likelihoodschatzer von ¥ ist gleich 0.

@ Das einseitige Konfidenzintervall nach Clopper-Pearson ist gleich
[0,0.1391].

@ Die Naherung durch Normalverteilung ist nur sinnvoll mit der
Korrektur gemaB Agresti-Coull, das sonst das Konfidenzintervall
auf den Nullpunkt schrumpft. Die Schatzung ist ¥ = 0.0833, das
symmetrische Konfidenzintervall ist [—0.0378,0.2045], das

linksseitige Konfidenzintervall ist [—o0, 0.1850].

Binomialverteilte
Beobachtungen
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Unterabschnitt: Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Poissonverteilte
Beobachtungen

@ Diskrete Modelle

@ Poissonverteilte Beobachtungen
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Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der ReirerElles Die Beobachtung eines Poissonprozesses ergibt die Werte
R. Frithwirth —
' Y=Y, Yn-

@ Wir wollen aus den Beobachtungen eine Einschatzung der
Intensitat A des Prozesses gewinnen.

Die Likelihoodfunktion lautet:

p(ylA) = H ox \X YigTnA

Poissonverteilte
Beobachtungen

Sie héngt von den Beobachtungen nur iiber s = > y; ab.

Ist keine Vorinformation iiber A verfiigbar, setzen wir

p(A) =1.

@ Die a-priori- “Dichte” kann nicht normiert werden und wird
uneigentlich (improper) genannt.
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Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse Die a-posteriori-Dichte ist dann proportional zur
R. Friihwirth Likelihoodfunktion:

p(A]s) o< Ae™ ™

@ Da die a-posteriori-Dichte proportional zur Dichte der
: : Gammaverteilung Ga(s + 1,1/n) ist, muss sie mit dieser
Besbachungon identisch sein:

Ase—nk
n=GHUT (s +1)
@ Der Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung ist gleich
s+1

p(As) =

E[\s] =

@ Der Modus der a-posteriori-Verteilung ist gleich
a=2
n

und damit der Maximum-Likelihood-Schatzer von .
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Poissonverteilte
Beobachtungen

Poissonverteilte Beobachtungen

A-posteriori-Dichte von A mit n=1

R. Friihwirth

istische Metodender Datenanalyse

521/584



Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Liegt Vorinformation iiber A vor, kann diese durch eine
& Frilhwirth geeignete a-priori-Dichte inkludiert werden.
@ Die mathematisch einfachste Behandlung ergibt sich, wenn
die a-priori-Verteilung eine Gammaverteilung ist.
@ Sei also

B o) = Bx e
I(a)

Dies ist die Dichte der Gammaverteilung Ga(a, 1/b).
@ Dann ist die a-posteriori-Dichte gleich

p()\|8) o )\se—n)\)\a—le—b/\
_ Aeraflef(bJrn))\
@ Die a-posteriori-Verteilung ist die Gammaverteilung

Ga(a + s,1/(b+n)). Die Gammaverteilung ist also
konjugiert zur Poissonverteilung.
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Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse . L .
A-priori und a—posteriori-Dichte von A mit n=10, s=30

R. Friihwirth . . . , , .

monnn
PR R R

Poissonverteilte
Beobachtungen
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Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Der Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung ist gleich
R. Frithwirth

a+s
E[M|s] =
s] = 3=
@ Der Modus der a-posteriori-Verteilung ist gleich
Poissonverteilte 5\ = Ls_l
Beobachtungen b+n

@ Der Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung kann als
gewichtetes Mittel aus a-priori-Information und Daten
angeschrieben werden:

at+s b a n s
b+nib+n5+b+nﬁ
= b X a-priori-Erwartung
b+n

n

b+n

E[\s] =

x Mittel der Daten
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Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

e Betimieee @ Die a-priori-Parameter a und b kénnen folgendermaBen
& Frilhwirth interpetiert werden:

a  Summe der Beobachtungen a-priori

b Anzahl der Beobachtungen a-priori

@ Ist n < b, dominieren die Beobachtungen:

Poissonverteilte
Beobachtungen

E[\|s] =

Slw
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Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse . L .
A-priori und a—-posteriori-Dichte von A mit n=100, s=300
T

R. Friihwirth ! , ,

[l
NNNNN

Poissonverteilte
Beobachtungen
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Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Vertrauensintervalle [A1(s), A2(s)] kénnen leicht mittels der
R (R Quantile der a-posteriori-Gammaverteilung konstruiert
werden.

@ Das symmetrische Vertrauensintervall ist gleich

[Cas2,ats,1/(b+n), L1—a/2,a45,1/(b+n)]

Beobachtungen

o Die einseitigen Vertrauensintervalle sind

[0>Fa,a+s,1/(b+n)] bzw. [Fa,a+s,l/(b+n)7 OO]

@ HPD-Bereiche kénnen mit numerischen Methoden bestimmt
werden.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Poissonverteilte
Beobachtungen

Poissonverteilte Beobachtungen

Beispiel

Sie messen die Hintergrundstrahlung in einem Labor iiber eine Periode
von 20 Sekunden. Die Z3hlwerte sind

6,2,6,1,6,8,5,3,8,4,2,5,7,8,5,4,7,9,4,4

lhre Summe ist gleich s = 104. Mit der uneigentlichen
a-priori-Verteilung p(\) = 1 ist die a-posteriori-Verteilung die
Gammaverteilung Ga(105, 0.05). Ihre Erwartung ist 5.25, ihr Modus
ist 5.20. Das symmetrische Vertrauensintervall mit 1 — a = 0.95 ist
[4.2940, 6.3007], das HPD-Intervall ist [4.2629, 6.2653]. Da die
Verteilung fast symmetrisch ist, sind die beiden Intervalle praktisch
gleich lang.

MATLAB: make_posterior_poisson
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Poissonverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

A-posteriori-Dichte von A mit n=20, s=104
T T T T
— A-posteriori-Dichte
Vertrauensintervall
——— HPD-Intervall

R. Friihwirth

Poissonverteilte
Beobachtungen
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Poissonverteilte
Beobachtungen

Poissonverteilte Beobachtungen

Eine Beboachtung aus einer Poissonverteilung hat den Wert k = 0.
Was kann tiber den Mittelwert \ ausgesagt werden?

@ Mit der uneigentlichen a-priori-Dichte p(A\) = 1 ist die
a-posteriori-Verteilung Ga(1,1). Der Modus ist gleich 0, der
Erwartungswert ist gleich 1. Das HPD-Intervall mit 1 — a = 0.95
ist gleich [0,2.9957].

@ Ist bekannt, dass A deutlich kleiner als 1 ist, kann z.B.
Ga(0.5,0.5) als a-priori-Verteilung gewshlt werden. Die
a-posteriori-Verteilung ist dann Ga(0.5,0.6667). Der Modus ist
gleich 0, der Erwartungswert gleich 0.3333, und das
HPD-Intervall gleich [0, 1.2805].

@ Der Likelihoodschitzer von A ist gleich 0.

@ Das linksseitige Konfidenzintervall ist gleich [0, 2.9957], ist also
identisch mit dem HPD-Intervall mit uneigentlicher
a-priori-Dichte.
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Abschnitt 25: Stetige Modelle

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Stetige Modelle

@ Stetige Modelle
@ Normalverteilte Beobachtungen
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Unterabschnitt: Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Normalverteilte
Beobachtungen

@ Stetige Modelle
@ Normalverteilte Beobachtungen
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der ReirerElles Wir betrachten eine normalverteilte Stichprobe
P Y=Y, Yn-
@ Wir wollen eine Einschdtzung von Mittelwert und Varianz
der Verteilung gewinnen, aus der die Beobachtungen
stammen.

@ Wir nehmen zunichst an, dass die Varianz o2 bekannt ist.
@ Dann lautet die Likelihoodfunktion:

Normalverteilte
Beobachtungen

1 (yi — u)Q]
, O exp | ——————
@ In Abwesenheit jeglicher Vorinformation iiber den
tatsachlichen Wert von p wahlen wir die uneigentliche
a-priori-Dichte p(u) = 1.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Normalverteilte
Beobachtungen

Normalverteilte Beobachtungen

@ Dann ist die a-posteriori-Dichte gleich

plply, o) o< fiv@iufexp [(yéhff)Z]
’_ =]

X exp {— 552

@ Da die a-posteriori-Dichte proportional zur Dichte der
Normalverteilung No(%, 02 /n) ist, muss sie mit dieser
identisch sein.

@ Der Erwartungswert der a-posteriori-Verteilung ist gleich

Elulyl =¥

und damit der Maximum-Likelihood-Schétzer von .
@ Der Modus ist ebenfalls gleich 3.
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Liegt Vorinformation iiber u vor, kann diese durch eine
& Frihwirtn geeignete a-priori-Dichte inkludiert werden.

@ Die mathematisch einfachste Behandlung ergibt sich, wenn
die a-priori-Verteilung ebenfalls eine Normalverteilung ist.

@ Sei also

1 [_ (n— No)z]

2\ _
Normalverteilte p(,u|0 ) o V21TH eXp 27‘3

Beobachtungen

@ Dann ist die a-posteriori-Dichte gleich
n(p— ) (= po)?
202 P 278

a(p— b/a)?}

p(uly,o?) o< exp {

X exp { 5
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

1 n ny
a=—+— und bz'u—g+%
Y v o

@ Die a-posteriori-Verteilung ist daher die Normalverteilung
No(fin, 72) mit

Normalverteilte

Beobachtungen Ho l
b 2 toe s 1 1
l’l’n = — = 71 T’I’L = - =
a S+ a 7 +
0

@ Der Mittelwert p,, ist das gewichtete Mittel aus der

Vorinformation pg und dem Mittelwert der Daten ¢, wobei
die Gewichte durch die Prazision, d.h. die inverse Varianz
gegeben sind.
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

4o CroEnElze o Die Prizision 1/72 ist die Summe der Prizision der
& Frilhwirth Vorinformation po und der Prazision des Mittelwerts der
Daten ¥.

o Je kleiner die Prazision der Vorinformation ist, d.h. je groBer
78 ist, desto kleiner ist der Einfluss der Vorinformation auf
die a-posteriori-Verteilung.

Normalverteilte
Beobachtungen
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Ist die Prizision o unbekannt, brauchen wir eine
R (it gemeinsame a-priori-Dichte fiir ;1 und o2,

o Die Rechnung ist einfacher, wenn wir statt der Varianz o?

die Prazision z = 1/02 verwenden.

@ Eine mogliche Wahl ist die uneigentliche a-priori-Dichte

p(p, 2) = !

I}

Normalverteilte
Beobachtungen

o Dann gilt:

p(p, 2ly) o H\/EeXP —;Z(yi - p)?

o Zn/271

n
z
exp | =5 > (v —m)?
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Integration iiber p gibt die a-posteriori-Dichte von z:
R. Frithwirth
Py n
n/2—1 el L 2
p(zly) o /Z exp[ 5 > (v — 1) ] dp

i=1

(n=3)/2 ANy i
ox 2" expl 2Z(yl y)]

i=1

Normalverteilte

SR @ 2z ist daher a-posteriori Gammaverteilt gemaB

Ga((n—1)/2,2/ > (y; — 9)?). Wegen

S wi—9’=> vyl —ng’

hangt die Verteilung nur von s; = > y; und sg = > y2
bzw. nur vom Stichprobenmittel ¥ und der
Stichprobenvarianz S? ab.
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyss o Die a-posteriori-Dichte von o2 erhilt man durch die
R. Friihwirth Transformation 02 = 1/2

9(02> _ p(1/02|y)

2

o Die Verteilung von o ist eine inverse Gammaverteilung.

Normalverteilte
Beobachtungen
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse

Die Inverse Gammaverteilung 1G(a, b)
R. Frithwirth

@ Die Dichte der inversen Gammaverteilung lautet:

T a+le—m/b
f(xla,b) = (1/1))% 'I[O,oo)(x)

@ |hre Verteilungsfunktion lautet:

Normalverteilte
Beobachtungen

_, _Ma,1/(xb))
F(zla,b) =1 T(a)

@ Der Mittelwert ist 1/(b(a — 1)), wenn a > 1; der Modus ist
m=1/(b(a+1)).
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Die durch z bedingte a-posteriori-Verteilung von p erhalten
R. Frithwirth

wir aus
_ plp,2ly)
Pl ) = S
o z'/% exp {—% [Z(y — )’ = (i - 17)2} }

Normalverteilte
Beobachtungen

x 22 exp [—7(,u - g)z}
= ~oxp [ 5y (u - 9)?]

@ Das ist die Normalverteilung No(%, 02 /n).
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

o PetameiElE: @ SchlieBlich erhalten wir die a-posteriori-Verteilung von u
& Frilhwirth durch Integration lber z:

n

n/2—1 _Z N2
p(uly) /z exp |~ E(yz 1)?| dz
1

RS TEATRE

@ Daraus folgt durch Umformung, dass das Standardscore

Normalverteilte
Beobachtungen

Y

TN

a-posteriori t-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden ist.
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Normalverteilte Beobachtungen

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Will man eine eigentliche a-priori-Dichte fiir z, bietet sich die
& Frilhwirth Gammaverteilung an, da diese die konjugierte Verteilung ist.

o Die a-posteriori-Verteilung p(z|y) ist dann wieder eine
Gammaverteilung.

Beispiel

Von einem normalverteilten Datensatz des Umfangs n = 100 aus

oL et No(10,v/2) sind § = 9.906 und S = 1.34981 gegeben. Die
a-posteriori-Dichte von p ist eine mit S/+/n skalierte und um g

verschobene t(n — 1)-Verteilung. Das HPD-Intervalls mit 1 — o = 0.95

ist gleich [9.6382,10.1739).

MATLAB: make_posterior normal
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Statistische Metoden
der Datenanalyse .
A-posteriori-Dichte von u

R. Friihwirth . . ,

T T
— A-posteriori-Dichte
——— HPD-Intervall

Normalverteilte
Beobachtungen
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Normalverteilte
Beobachtungen

Normalverteilte Beobachtungen

Beispiel (Fortsetzung)

Die a-posteriori-Dichte p(c%|y) der Varianz z ist die inverse
Gammaverteilung

IG((n —1)/2,2/(S%*(n — 1))) = 1G(49.5,0.0110879)

Das HPD-Intervall mit 1 — a = 0.95 ist gleich [1.3645, 2.4002].

MATLAB: make_posterior normal
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Normalverteilte
Beobachtungen

Normalve

teilte Beobachtung

A-posteriori-Dichte von 1/6?

; ;
—— A-posteriori-Dichte
—— HPD-Intervall

|
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Simulation von Experimenten
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Ubersicht Teil 8

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Einleitung

€ Simulation von diskreten Zufallsvariablen

@ Simulation von stetigen Zufallsvariablen
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Abschnitt 26
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Einleitung

@ Einleitung

: Einleitung

R. Friihwirth
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Einleitung

Einleitung

@ Um das Ergebnis eines Experiments korrekt interpretieren zu
konnen, muss der Einfluss des experimentellen Aufbaues auf
die zu messenden Verteilungen beriicksichtigt werden.

@ Dabei bedient sich die experimentelle Mathematik einer
statistischen Methode, der nach dem Roulette benannten
Monte Carlo-Methode.

@ Es wird ein Modell des Experiments erstellt, das sowohl! die
deterministischen Abl3ufe als auch die stochastischen

Einfliisse (quantenmechanische Prozesse, Messfehler)

modelliert.
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Einleitung

Statistische Metoden

der Datenanalyse @ Dabei kdnnen Teile des Systems (Experiments) nur global in
& Frilhwirth ihrer Auswirkung oder in realistisch detaillierter Form
Einleitung behandelt Werden.

@ Zum Beispiel kann der Messfehler durch eine detaillierte
Simulation der Messapparatur oder durch eine einfache
Normalverteilung erzeugt werden.

@ Wesentlich ist, dass bei Eingabe von Daten eines korrekten
Datenmodells die nach der Simulation des Ablaufes
entstehende Datenreihe statistisch gesehen die gleichen

Eigenschaften aufweist wie die Messdaten.
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Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

Einleitung

Einleitung

@ Schon in der Planungsphase eines Experiments empfiehlt es
sich, eine moglichst realistische Simulation.

o Die Kernfrage ist natiirlich, ob und in welcher Messzeit das
geplante Experiment eine geniigend genaue Antwort auf die
Problemstellung gibt.

@ Durch wiederholte Simulation kann die Streuung und eine
eventuelle Verzerrung der Schatzung der gesuchten
Parameter studiert werden.

@ Dabei kann auch der wahre Wert der Paramer variiert

werden, um eine gewisse Kenntnis der systematischen Fehler
der gewahlten Auswertemethode erlangt werden. Ferner wird
die Auswertemethode auf ihre Korrektheit liberpriift.
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Einleitung

Einleitung

@ Erscheint nun die Durchfiihrung des Experiments als sinnvoll
(Messdauer, Beherrschung des Untergrundes etc.), so wird
die aus dem simulierten Experiment gewonnene Erfahrung
sicherlich eine gewisse Riickwirkung auf das geplante
Experiment haben, etwa

o auf die angestrebte Genauigkeit, die Anzahl, die
Positionierung und das erforderliche Ansprechvermogen
der Detektoren;

o auf das Unterdriicken oder auf das Erkennen des
Untergrundes;

o auf die Optimierung der Auswertemethoden und der

dazu erforderlichen Rechenzeit.
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Einleitung

Statistische Metoden

der ReirerElles o Natiirlich wird eine gewisse Unsicherheit bei der Simulation
R Fridhwirth des Experiments verbleiben; denn erstens kdnnen nicht alle
Einleitung kleinsten Details in einem Simulationsprogramm
beriicksichtigt werden, und zweitens sind die Detektoren
haufig noch im Entwicklungsstadium, sodass ihr endgiiltiges
Verhalten noch nicht gemessen und daher auch nicht in die
Simulation eingegeben werden kann.

@ Auf jeden Fall sollte der Simulation des Experiments groBte
Aufmerksamkeit geschenkt werden, und spatestens bei der
Auswertung der echten Messergebnisse wird das
Simulationsprogramm neuerlich wichtige Informationen

liefern, nachdem es an Hand der realen experimentellen

Gegebenheiten laufend angepasst wurde.
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Einleitung

Statistische Metoden

der Datenanalyse Die Simulation von stochastischen Prozessen benétigt
R Rt Zufallszahlen mit vorgegebener Verteilung.

it @ Diese werden aus Zufallszahlen berechnet, die aus der
Gleichverteilung Un(0, 1) gezogen werden.

o Auf jedem Rechner steht heute ein (Pseudo-)
Zufallszahlengenerator zur Verfiigung.

@ Tatsdchlich handelt es sich dabei um diskrete Werte. Wegen
der groBen Wortlange moderner Maschinen kann dieser
Wertevorrat fiir die meisten Anwendungen als
quasi-kontinuierlich betrachtet werden.
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Einleitung

Statistische Metoden

der ReirerElles Die erzeugten Werte werden mit einer deterministischen
& Frilhwirth Funktion generiert und sind daher Pseudozufallszahlen.
Einleitung Darunter versteht man eine Zahlenreihe, die statistisch
gesehen ein dhnliches Verhalten zeigt wie eine Zahlenreihe
echter Zufallszahlen, in Wahrheit jedoch deterministisch und
wiederholbar ist.

@ Der Zufallszahlengenerator hat periodisches Verhalten. Die
Periode sollte moglichst lang sein.

o Ein Simulationsvorgang kann, wenn gewiinscht, reproduziert
werden, wenn der Zufallszahlengenerator mit dem gleichen
Startwert aufgerufen wird.

o Die Qualitdt der erzeugten Zahlenreihe muss mit

statistischen Tests iiberpriift werden.
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Simulation von diskreten
Zufallsvariablen

€@ Simulation von diskreten Zufallsvariablen
@ Allgemeine Methoden
o Alternativverteilung
@ Binomialverteilung

@ Poissonverteilung

@ Multinomialverteilung
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Unterabschnitt: Allgemeine Methoden

Statistische Metoden
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Allgemeine Methoden

€@ Simulation von diskreten Zufallsvariablen
@ Allgemeine Methoden
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Allgemeine Methoden

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Die Verteilungsfunktion einer diskreten Verteilung lautet

F(x) =) f(k)

k<z

Allgemeine Methoden

@ F(x) ist eine monotone Stufenfunktion, die jeweils an den
Werten k um f(k) springt.

@ Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallszahl aus der
Gleichverteilung in das Intervall [F(k — 1), F(k)) fallt, ist
gerade gleich f(k).

Wird k so bestimmt, dass eine im Intervall [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahl im Intervall [F(k — 1), F(k)) liegt, so gehorcht k der
Verteilung mit der Verteilungsfunktion F'(z).
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Allgemeine Methoden

Statistische Metoden
der Datenanalyse 9 In MATLAB

R. Friihwirth

% Zufallszahlen aus etiner diskreten Verteilung
function x=simulate_discrete(p,m,n)

X p ... Verteilung
% x ... Matriz der Gréfle m mal n

u=rand (m,n);

x=ones (m,n);

p=cumsum (p);

for i=1:length(p)-1
x(u>p(i))=i+1;

Allgemeine Methoden

end
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Unterabschnitt: Alternativverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse
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€@ Simulation von diskreten Zufallsvariablen

Alternativverteilung

o Alternativverteilung
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Alternativverteilung

Statistische Metoden

der Datenanalyse o Vergleiche gleichverteilte Zufallszahl mit der
& Frihwirtn Erfolgswahrscheinlichkeit p.

@ In MATLAB:

% Zufallszahlen aus einer Alternativverteilung
1 ; function x=simulate_alternative(p,m,n)
Mg g i p Erfolgswahrscheinlichkeit

% x ... Matriz der Gréfle m mal n
u=rand(m,n);

x=u<p;
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Unterabschnitt: Binomialverteilung
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€@ Simulation von diskreten Zufallsvariablen

Binomialverteilung

@ Binomialverteilung
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Binomialverteilung

Statistische Metoden ) .
der Datenanalyse @ Wiederholter Alternativversuch.
R. Friihwirth

@ In MATLAB:

% Zufallszahlen aus einer Binomialverteilung
function x=simulate_binomial(p,N,m,n)

% p ... Erfolgswahrscheinlichkeit
%4 N ... Anzahl der Alternativversuche
Binomialverteilung % x ... Matriz der Gréfe m mal n

u=rand(m,n,N);
x=sum (u<p,3);

@ Standard: Funktion binornd
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Unterabschnitt: Poissonverteilung

Statistische Metoden
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€@ Simulation von diskreten Zufallsvariablen

Poissonverteilung

@ Poissonverteilung
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Poissonverteilung

Statistische Metoden . o .
der Datenanalyse o Eine Moglichkeit beruht auf dem folgenden Satz.
R. Friihwirth

Es sei uy,us,... eine Folge von gleichverteilten Zufallszahlen
und A > 0. Ist k£ die kleinste Zahl, sodass

Poissonverteilung

k
[[wse
=1

dann ist k£ — 1 Poisson-verteilt gemaB Po(\).
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Poissonverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse 9 In MATLAB

R. Friihwirth

% Zufallszahlen aus einer Poissonverteilung
function x=simulate_poisson(lam,m,n)

% lam ... Intensitdt
% x ... Matriz der Gréfle m mal n

z=exp(-lam);

u=ones (m,n);

x=-ones (m,n);

Poissonverteilung k=0;

while any(x(:)<0)
k=k+1;
u=u.*rand(size(u));
x(u<=z & x<0)=k-1;

end

@ Standard: Funktion poissrnd

istische Metodender Datenanalyse



Unterabschnitt: Multinomialverteilung
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€@ Simulation von diskreten Zufallsvariablen

Multinomialverteilung

@ Multinomialverteilung
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Multinomialverteilung

@ Wiederholter verallgemeinerter Alternativversuch

@ Standard: Funktion mnrnd

Multinomialverteilung

@ In MATLAB:

% Zufallszahlen aus einer Poissonverteilung
function x=simulate_multinomial (p,N,n)

% p ... r Klassenwahrscheinlichkeiten
% N ... Anzahl der Versuche
% x ... Feld der Gréfie ™ mal n

u=rand(n,N);

p=[0 cumsum(p)];

for i=1:length(p)-1
x(i,:)=sum(p(i)<u & u<=p(i+1),2);

end
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@ Simulation von stetigen Zufallsvariablen
Allgemeine Methoden
o Exponentialverteilung
@ Normalverteilung
(]
(]

Simulation von stetigen
Zufallsvariablen

Multivariate Normalverteilung
Gamma-,x2-, t- und F-Verteilung
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Unterabschnitt: Allgemeine Methoden
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@ Simulation von stetigen Zufallsvariablen
@ Allgemeine Methoden

Allgemeine Methoden

R. Friihwirth Statistische Metodender Datenanalyse



Allgemeine Methoden

Statistische Metoden
der Datenanalyse @ Die Verteilungsfunktion einer stetigen Verteilung lautet
R. Frithwirth

Plz) = [ ; (@) da

@ F(x) ist eine monotone und stetige Funktion.
o F(x) ist daher umkehrbar.

Allgemeine Methoden

Ist u eine im Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallszahl, so ist
x = F~1(u) verteilt mit der Verteilungsfunktion F(x).
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Allgemeine Methoden

Statistische Metoden
der Datenanalyse 9 In MATLAB

R. Friihwirth

% Zufallszahlen aus einer stetigen Verteilung
function r=simulate_continuous(x,F,m,n)

%4z ... z-Werte der Verteilungsfunktion
%4 F ... y-Werte der Verteilungsfunktion
% r ... Matriz der Gréfle m mal n

u=rand(m,n);
r=interpl (F,x,u);

Allgemeine Methoden
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@ Simulation von stetigen Zufallsvariablen

Exponentialverteilung o EXpOnentia |Vertei | u ng
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Exponentialverteilung

Exponentialverteilung

Die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung Ex(7) ist
F(x)=1 — e /T

o Ist u gleichverteilt im Intervall [0, 1], so ist

z=—-7lhu

verteilt gemaB Ex(7).
o In MATLAB:

% Zufallszahlen aus einer Ezponentialverteilung
function r=simulate_exponential (tau,m,n)

% tau ... Mittelwert
% r ... Matriz der Grife m mal n

r=-tau*log(rand(m,n));

Standard: Funktion exprnd
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Unterabschnitt: Normalverteilung

Statistische Metoden
der Datenanalyse

R. Friihwirth

@ Simulation von stetigen Zufallsvariablen

Normalverteilung

@ Normalverteilung
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Normalverteilung

Statistische Metoden

der Datenanalyse
R Verfahren Box und Muller

Sind u; und uy zwei unabhingige, gleichverteilte ZufallsgroBen,
so sind

21 = /=2 Inwuy cos(2mwus)
Zo = +/—2 Inw; sin(27us)

standardnormalverteilt und unabhangig.

Normalverteilung

@ In MATLAB:

% Zufallszahlen aus der Standardnormalverteilung
% Boz-Muller-Verfahren

function r=simulate_boxmuller (n)

% r ... Matriz der Gréfe 2 mal n

u=rand(2,n);

z=sqrt (-2*xlog(u(1,:)));
r(l,:)=z.*cos (2*xpi*xu(2,:));
r(2,:)=z.*sin(2*pi*u(2,:));
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Normalverteilung

Normalverteilung

Erzeugung mit dem zentralen Grenzwertsatz

Sind uq, ..., u12 unabhingig und gleichverteilt in [—1/2,1/2], so
ist

in guter Naherung standardnormalverteilt.

@ In MATLAB:

% Zufallszahlen aus der Standardnormalverteilung
% Boz-Muller-Verfahren

function r=simulate_normal_zgws(m,n)

% r ... Matriz der Gréfie m mal n
r=sum(rand(m,n,12)-0.5,3);

@ Standard: Funktion normrnd
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Normalverteilung

Faltungsdichte
— Exakte Dichte
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@ Simulation von stetigen Zufallsvariablen

Multivariate
Normalverteilung

@ Multivariate Normalverteilung
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Multivariate Normalverteilung

Statistische Metoden
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Es sei V eine (positiv definite) Kovarianzmatrix der Dimension

n X n, p ein Vektor der Dimension n x 1 und Q eine Matrix mit

QQT = V. Ist U ein standardnormalverteilter Vektor der
Dimension n x 1, so ist

X=QU +p

normalverteilt mit Mittel g und Kovarianzmatrix V.

Multivariate
Normalverteilung

@ Q kann mittels Choleskyzerlegung oder
Hauptachsentransformation berechnent werden.

@ In MATLAB: Funktion mvnrnd
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@ Simulation von stetigen Zufallsvariablen

2
Gamma-, x “-, t- und
F-Verteilung

e Gamma-,x2-, t- und F-Verteilung
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2
Gamma-, x “-, t- und
F-Verteilung

, t- und F-Verteilung

Funktion gamrnd
Funktion chi2rnd
Funktion trnd
Funktion frnd

R. Friihwirth che Metodender Datenanalyse



	Deskriptive Statistik
	Einleitung
	Grundbegriffe
	Merkmal- und Skalentypen
	Aussagen und Häufigkeiten

	Eindimensionale Merkmale
	Graphische Darstellung
	Empirische Verteilungsfunktion
	Kernschätzer
	Maßzahlen
	Beispiele

	Zweidimensionale Merkmale
	Qualitative Merkmale
	Quantitative Merkmale
	Korrelation


	Wahrscheinlichkeitsrechnung
	Einleitung
	Ereignisse
	Der Ereignisraum
	Die Ereignisalgebra
	Wiederholte Experimente

	Wahrscheinlichkeit
	Wahrscheinlichkeitsmaße
	Gesetz der gro"sen Zahlen

	Bedingte Wahrscheinlichkeit
	Kopplung und bedingte Wahrscheinlichkeit
	Satz von Bayes
	Unabh"angigkeit


	Zufallsvariable und Verteilungen
	Eindimensionale Zufallsvariable
	Grundbegriffe
	Diskrete Zufallsvariable
	Stetige Zufallsvariable

	Mehrdimensionale Zufallsvariable
	Grundbegriffe
	Randverteilungen und bedingte Verteilungen

	Wichtige Verteilungen
	Diskrete Verteilungen
	Stetige Verteilungen
	Die Normalverteilung und verwandte Verteilungen

	Momente
	Erwartung
	Varianz
	Schiefe

	Rechnen mit Verteilungen
	Faltung und Messfehler
	Fehlerfortpflanzung, Transformation von Dichten
	Systematische Fehler
	Grenzverteilungss"atze


	Sch"atzen von Parametern
	Stichprobenfunktionen
	Grundbegriffe
	Stichprobenmittel
	Stichprobenvarianz
	Stichprobenmedian

	Punktschätzer
	Eigenschaften von Punktschätzern
	Schätzung des Mittelwerts
	Schätzung der Varianz
	Schätzung des Medians
	Maximum-Likelihood-Schätzer

	Intervallschätzer
	Grundbegriffe
	Allgemeine Konstruktion nach Neyman
	Binomialverteilung
	Poissonverteilung
	Exponentialverteilung
	Normalverteilung
	Mittelwert einer beliebigen Verteilung


	Testen von Hypothesen
	Einleitung
	Parametrische Tests
	Grundlagen
	Tests für binomialverteilte Beobachtungen
	Tests für Poissonverteilte Beobachtungen
	Tests für normalverteilte Beobachtungen

	Anpassungstests
	Der Chiquadrat-Test
	Der Kolmogorov-Smirnov-Test


	Regression und lineare Modelle
	Einleitung
	Einfache Regression
	Lineare Regression
	Tests, Konfidenz- und Prognoseintervalle
	Robuste Regression
	Polynomiale Regression

	Mehrfache Regression
	Das lineare Modell
	Schätzung, Tests und Prognoseintervalle
	Gewichtete Regression
	Nichtlineare Regression


	Einführung in die Bayes-Statistik
	Einleitung
	Grundbegriffe
	Diskrete Modelle
	Binomialverteilte Beobachtungen
	Poissonverteilte Beobachtungen

	Stetige Modelle
	Normalverteilte Beobachtungen


	Simulation von Experimenten
	Einleitung
	Simulation von diskreten Zufallsvariablen
	Allgemeine Methoden
	Alternativverteilung
	Binomialverteilung
	Poissonverteilung
	Multinomialverteilung

	Simulation von stetigen Zufallsvariablen
	Allgemeine Methoden
	Exponentialverteilung
	Normalverteilung
	Multivariate Normalverteilung
	Gamma-,2-, t- und F-Verteilung



